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利用无网格有限点法求带有源参数的一维热传导反问题，推导了相应的离散方程 (与其他基于网格的方法相

比，有限点法采用移动最小二乘法构造形函数，只需要节点信息，不需要划分网格，用配点法离散求解方程，可以直

接施加边界条件，不需要在区域内部求积分，减小了计算量 (用有限点法求解热传导反问题具有数值实现简单、计

算量小、可以任意布置节点等优点 (最后通过算例验证了该方法的有效性 (
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!国家自然科学基金（批准号：!$*%!!!+）和上海市重点学科建设项目（批准号：,$!$’）资助的课题 (

# 通讯联系人 ( -./012：3/456789 :5;( 6<;( 47；3/456789 :5!)’( 76=

! > 引 言

热传导反问题是热科学和技术研究的一个重要

组成部分，在航天、核物理、冶金等领域有着广泛的

应用背景 (
目前对热传导反问题的大量研究都是关于解的

唯一性和存在性等方面，而且对反问题的数值解一

般都是采用基于网格的数值方法，如有限差分法、有

限元法等［!—?］( @658507［!$］将径向基函数用于求解热

传导反问题 (有限差分法在求解具有规则边界的问

题时极为方便，但是当处理不规则区域时误差很大，

而且由于这类反问题对初值的敏感性，初值离散化

时的很小误差都对结果有很大的影响 (有限元法是

将有限差分的离散格式改造成更为灵活的有限单元

的离散而形成的，它简单直观，计算效率高 (但是有

限元法需要对整个求解区域进行网格剖分，当区域

比较复杂时，尤其在三维空间中生成理想的网格很

困难 (在处理大变形、动态裂纹扩展、流固耦合等问

题时，需要进行网格重构，这不仅要花费大量的计算

时间，而且使求解精度受损，从而大大降低了有限元

法的效率 (
与以往的基于网格的方法不同，无网格方法采

用基于点的近似，不需要在求解区域内划分用来确

定插值函数的网格，为科学和工程计算带来很大的

方便［!!］(目前发展的无网格方法有无单元 A026BC17
法（-DAE）［!"］、重构核粒子法（FGHE）［!’］、有限点法

（ DHE ）［!&］、无 网 格 局 部 H6=BIJ.A026BC17 方 法

（EKHA）［!*］、单 位 分 解 法（ HLE）［!)］、点 插 值 法

（HME）［!%］、最小二乘配点无网格法［!+］、复变量无网格

方法［!?］、数值流形无网格方法［"$］以及边界积分方程

的无网格方法［"!，""］等 (
有限点法［!&］是采用移动最小二乘法形成形函

数、用配点法离散求解方程的一种无网格方法 (和目

前已有的无网格方法相比，有限点法具有可以直接

施加边界条件、不需要在区域内部求积分、计算量小

等优点，已经被广泛应用于各个领域 (
本文考虑了用有限点法求一类带源参数的热传

导反问题 (和其他基于网格的方法相比，用有限点法

求解热传导反问题具有明显的优势，它只需要节点

信息，不需要网格划分，可以直接施加边界，不需要

在区域内部求积分，减少了计算量 (最后通过算例验

证了该方法求热传导反问题的有效性和正确性 (

" (有限点法

有限点法［!&］是一种采用移动最小二乘法来构

造形函数、用配点法来离散控制方程的无网格方法 (
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! "#$ 移动最小二乘法

移动最小二乘法［!"］（#$%）中，取试函数

!"（!）& !
#

$ & ’
%$（!）&$（!）" "(（!）#（!）（’）

为函数 !（!）的逼近函数 )这里，%$（ !）是基函数，#
是基函数的个数，&$（!）是相应的系数 )

对 应 于（ ’）式 的 整 体 逼 近，$*+,*-./0 和

%*12*3-2*- 在 ! 的邻域内定义局部逼近为

!"（!，!—）& !
#

$ &’
%$（!—）&$（!）" "(（’—）#（!），（!）

其中系数 &$（ !）根据加权最小二乘法来确定，它使

得对函数 !（!）的局部逼近误差最小 )
定义

( &!
)

* & ’
+（! 4 !* ）［!"（!，!* ）4 !（!* ）］!

&!
)

* & ’
+（! 4 !* ）!

#

$ & ’
%$（!* ）&$（!）4 ![ ]*

!
，（"）

其中 +（! 4 !* ）是具有紧支特性的权函数，!* 为点 !
的紧支域内的节点 )

（"）式可用矩阵形式表示为

( &（"# 4 $）(%（!）（"# 4 $）， （5）

其中

$( &（!’，!!，⋯，!) ）， （6）

" &

%’（!’） %!（!’） ⋯ %#（!’）

%’（!!） %!（!!） ⋯ %#（!!）

#
%’（!) ） %!（!) ） ⋯ %#（!)











）

，（7）

%（!）&

+（! 4 !’） 8 ⋯ 8
8 +（! 4 !!） ⋯ 8

#
8 8 ⋯ +（! 4 !)











）

， （9）

为了得到系数 #（!），对 ( 取极值，即得

!(
!# & &（!）#（!）4 ’（!）$ & 8， （:）

其中矩阵 &（!）和 ’（!）分别为

& & "(%（!）"， （;）

’ & "(%（!）， （’8）

由（:）式可得

#（!）& & 4’（!）’（!）$ ) （’’）

这样，逼近函数 !"（!）的表达式为

!（!）$ !"（!）& !
)

* & ’
!,

*（!）!* & !,（!）$，

（’!）

其中!,（!）为形函数

!,（!）&（!,
’（!），!,

!（!），⋯，!,
#（!））

& "(（!）& 4’（!）’（!）， （’"）

其中 , 表示基函数中最高阶完备多项式的阶数 )当

, & 8 时，!8
*（!）为 %</=*0> 函数

!8
*（!）&

+（! 4 !* ）

!
)

* & ’
+（! 4 !* ）

) （’5）

! "!$ 控制方程的离散

考虑如下的偏微分方程

-’（!. ）& 8，在"内 （’6）

这里边界条件为

!. 4 !— . & 8，在#! 上 （’7）

/’（!. ）& 8，在#0 上 （’9）

其中 -’ 是定义在区域"上的微分算子，"’ 是定义

在 ?/3@*++ 边界条件#0 上的微分算子，!. 表示未

知变量，!— . 表示在 AB0B,<1/. 边界上的给定值，. & ’，

!，⋯，)，) 是变量的总数 )在固体力学中，!. 表示位

移，-’ 和 /’ 分别表示区域"上和力边界#0 上的平

衡方程 )
（’!）式代入（’6）—（’9）式得

-（!"（’. ））& 8，. & ’，!，⋯，)1 ， （’:*）

!"（’. ）4 !— . & 8，. & ’，!，⋯，)! ， （’:C）

/（!"（’. ））& 8，. & ’，!，⋯，)0 ， （’:,）

其中 )1 ，)! 和 )0 分别表示在"内，#! 和#0 上的节

点个数 )
（’:）式写成矩阵形式
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!" ! #， （"#）

其中 ! 是刚度矩阵，" 是节点参数 !" 的向量，# 为

节点上已知量的向量 $

% $热传导反问题的有限点法

本节我们用有限点法求解一维热传导反问题 $
考虑如下的求源参数 #"（ $）的热传导反问题

!!
!$ ! !

& !
!%& ’ #"（ $）! ’!（%，$），

(! % ! "，(! $ ! & $ （&(）

初始条件为

!（%，(）! ’（%），(! % ! "， （&"）

边界条件为

!（(，$）! ((（ $），( ) $ ! &， （&&）

!（"，$）! ("（ $），( ) $ ! &， （&%）

并且在定点 %( 有

!（%(，$）! )（ $），(! $ ! &， （&*）

其中 ! 表示温度，’，((，("，!，) 为已知函数，#" 是

未知函数 $
方程（&(）—（&*）描述了带热源 #"（ $）的热传导

过程 $

! "#$ 采用的变换

利用如下变换［+，#］：

*（ $）! ,-. /"
$

(
#"（ +）0( )+ ， （&1）

,（%，$）! *（ $）!（%，$）， （&2）

方程（&(）变为

,$ ! ,%% ’ *（ $）!（%，$），(! % ! "，( ) $ ! & $
（&3）

初始条件

,（%，(）! ’（%），(! % ! " $ （&+）

边界条件

,（(，$）! *（ $）((（ $），( ) $ ! & （&#）

,（"，$）! *（ $）("（ $），( ) $ ! & （%(）

*（ $）可以由下式得到：

*（ $）!
,（%(，$）
)（ $） $ （%"）

经过这个变换，源参数消失了，这样我们可以把

（&3）—（%"）式作为正问题来求解 $

! "%$ 求解方程的建立

在空间域［(，"］上布置 - 个节点 %" ，" ! "，&，⋯，

- $于是 ,（%，$）的逼近函数表示为

,.（%，$）! #
-

" ! "
""（%）#"（ $）， （%&）

其中""（%）为第二节中定义的形函数 $把近似函数

（%&）式分别代入（&3）式和（&+）式得到

#
-

" ! "
""（%/ ）

0#"（ $）
0 $ !#

-

" ! "

0&""（%/ ）

0%& #"（ $）

’#
-

" ! "

""（%(）

)（ $）!（%/ ，$）#"（ $），

/ ! "，&，⋯，- $ （%%）

#
-

" ! "
""（%/ ）#"（(）! ’（%/ ），/ ! "，&，⋯，- $ （%*）

（%%）和（%*）式写成矩阵形式为

$ 0%
0 $ !（$" ’ &）%， （%1）

%（(）! $ /"’， （%2）

其中

% !（#"（ $），#&（ $），⋯，#-（ $））4， （%3）

’ !（ ’（%"），’（%&），⋯，’（%- ））4， （%+）

$ !

""（%"） "&（%"） ⋯ "-（%"）

""（%&） "&（%&） ⋯ "-（%&）

$
""（%- ） "&（%- ） ⋯ "-（%-











）

， （%#）

$" !

""，%%（%"） "&，%%（%"） ⋯ "-，%%（%"）

""，%%（%&） "&，%%（%&） ⋯ "-，%%（%&）

$
""，%%（%- ） "&，%%（%- ） ⋯ "-，%%（%-











）

，

（*(）

& ! "
)（ $）

""（%(）!（%"，$） "&（%(）!（%"，$） ⋯ "-（%(）!（%"，$）

""（%(）!（%&，$） "&（%(）!（%&，$） ⋯ "-（%(）!（%&，$）

$
""（%(）!（%- ，$） "&（%(）!（%- ，$） ⋯ "-（%(）!（%- ，$
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将（!"）式和（!#）式看成一个常微分方程组，对

（!"）式进行时间离散可得

! "
（ !$%） & "（ !）

!"

’（!% $ #）
"（ !$%） $ "（ !）

( ， （)(）

即

（(! &!"（!% $ #））"（ !$%）

’（(! $!"（!% $ #））"（ !）* （)!）

利用初始条件 "（+）’ "（+）’ ! & % $ 以及边界条件

（(,）式 和（!+）式 可 以 求 得 "（ #），# ’ %，(，⋯，! *
显然，

"（ !） ’ "（ "!）’ "（!·!"）

’（!%（ "!），!(（ "!），⋯，!$（ "!））* （))）

由（!%）式可得

%&（ "）’
’&（(+，"）

)（ "） ， （)"）

从而得到方程（(+）—（()）的近似解

*&（(，"）’ ’&（(，"）
%&（ "）

， （)#）

最后根据（("）式得到源参数 +%（ "）的近似解为

+&
%（ "）’ & - %&（ "）.- "

%&（ "） * （)/）

) *数值算例

为了验证有限点法求解一维热传导反问题的有

效性，本节给出了具体的算例 *
考虑如下的热传导反问题［,，%+］：

,（(）’ 012（"(）$ 234（"(）， （)5）

-+（ "）’ 678（& "(）， （),）

-%（ "）’ & 678（& "(）， （"+）

"（(，"）’（"( &（ " $ %）(）678（& "(）

9（012（"(）$ 234（"(））， （"%）

)（ "）’!(678（& "(）， （"(）

(+ ’ + *("， （"!）

精确解为

*（(，"）’ 678（& "(）（012（"(）$ 234（"(）），（")）

+%（ "）’ % $ "( * （""）

我们用有限点法求解热传导反问题，在求解域

内均匀布置了 (% 个节点 * 权函数选为 :;<22 权函

数，基函数取线性基，!" ’ +=+++% * 图 % 给出了源参

数 +%（ "）’ "( $ % 的解析解和数值解 * 图 (—# 分别

给出 了 函 数 *（ (，"）’ 678（ & "( ）（ 012（"(）$
234（"(））在 " ’ +=%，+=)，+=#，+=/，% 处的解析解和数

值解 *
通过图 %—# 可以看出，用有限点法求热传导反

问题得到的数值解和解析解吻合得很好 *

图 % 源参数 +%（ "）的数值解和解析解的比较

图 ( *（ (，"）在 " ’ +*% 处的数值解和解析解的比较

图 ! *（ (，"）在 " ’ +*) 处的数值解和解析解的比较
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图 ! !（ "，#）在 # " #$% 处的数值解和解析解的比较

图 & !（ "，#）在 # " #$’ 处的数值解和解析解的比较

图 % !（ "，#）在 # " ( 处的数值解和解析解的比较

&) 结 论

本文利用有限点法求带源参数的热传导反问

题 $和其他基于网格的方法，如有限元、差分法、边界

元等数值方法相比，有限点法在构造近似函数的时

候，不需要划分网格，只需要节点，对需要进行网格

重构和具有复杂区域的问题而言，有限点法具有较

大的优势 $用配点法来离散方程组，可以直接施加边

界条件，不需要在区域内求积分，大大减少了计算

量 $用有限点法求带源参数的热传导反问题具有可

以任意布置节点、实现简单、计算量小等优点 $最后

通过具体算例验证了本文方法的有效性 $

［(］ *+,,-, . /，01, 2，34 5 (66! $%&’()’ *(+,-’.) !" 77’

［7］ *+,,-, . /，01, 2 (66# /!.’( $ 0’#1 $ *2(# $ 3455’( $ 67 $ # (’’

［8］ *+,,-, . /，01, 2 (66# 8 $ 02#1 $ 9%2- $ 2%: 9;;- $ !$% !’#

［!］ *+,,-, . /，01, 2，9+,: 5 (667 0’<<2%4<2 #& ;&

［&］ <+=>+1, . ?，@A,B+C . @ (6;% 8 $ 02#1 $ *1=) $ #& %!&

［%］ 9+,: 5，01, 2 (6;6 $%&’()’ *(+,-’. % %8(

［’］ DAE:E+, < 7##8 02#1 $ >+.;!# $ ?4.!-2#4+% ’! ;6

［;］ DAE:E+, < 7##7 $%# $ 8 $ 6%@4% $ ?<4 $ $" !88

［6］ DAE:E+, < 7##8 9;;- $ 02#1 $ >+.;!# $ !(% !6(

［(#］ DAE:E+, < 7##% 02#1 $ >+.;!# $ 0+:’- $ $$ ((%#

［((］ @AFGHI=EJ- K，LC-,:+4M 2 (66% >+.; $ 0’#1 $ 9;;- $ 0’<1 $

6%@4% $ !() 8

［(7］ @AFGHI=EJ- K，04 2 2，N4 0 (66! $%#’( $ 8 $ /!. $ 0’#1 $ 6%@4% $

(& 776

［(8］ 014 9 L，.4, 5，01 5，@AFGHI=EJ- K (66& $%#’( $ 8 $ /!. $ 0’#1 $

A-!4: (* (%&&

［(!］ O,+HA P，QBAFI-E, 5 /，R1A,J1AS1=M O *，K+GF-C / 0 (66% $%#’( $

8 $ /!. $ 0’#1 $ 6%@4% $ () 8;86
［(&］ ?HF4C1 5 T，RE4 K (66; >+.;!# $ 0’<1 $ ## ((’
［(%］ @+>4UJ+ Q，<AFA,J . < (66’ >+.; $ 0’#1 $ 9;;- $ 0’<1 $ 6%@4% $

$" ’7’
［(’］ 014 N /，N4 2 K 7##( $%#’( $ 8 $ /!. $ 0’#1 $ 6%@4% $ %" 68’
［(;］ RE+,: 3，014 3，5-,: L 7##( $%#’( $ 8 $ /!. $ 0’#1 $ 6%@4% $

%! (#;6
［(6］ *EA,: 2 <，01 . V 7##& 9<#2 *1=) $ ?4% $ %$ !!%8（ 1, *E1,AIA）

［程玉民、李九红 7##& 物理学报 %$ !!%8］

［7#］ 01 5 *，*EA,: 2 < 7##! 9<#2 0’<1 $ ?4% $ (’ !6%（1, *E1,AIA）［李

树忱、程玉民 7##! 力学学报 8% !6%］

［7(］ W1, 2 3，*EA,: 2 < 7##% 9<#2 *1=) $ ?4% $ && 87(&（1, *E1,AIA）

［秦义校、程玉民 7##% 物理学报 %% 87(&］

［77］ D+1 @ D，*EA,: 2 < 7##’ 9<#2 *1=) $ ?4% $ %’ &6’［戴保东、程玉

民 7##’ 物理学报 %’ &6’］

［78］ 0+,=+IHAC X，5+FJ+4IJ+I L (6;( 02#1 $ >+.;!# $ (& (!(
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!"# $#%"&#%% $#’"() *(+ %(&,-./ ’"# -.,#+%# "#0’ 1(.)21’-(.
3+(4&#$ 5-’" 0 %(2+1# 30+0$#’#+!

!"#$% &’$%()*$+）,） !"#$% -*(./$+）0

+）（!"#$%"#& ’$()&)*)+ ,- .//0&+1 2#)"+3#)&4( #$1 2+4"#$&4(，!"#$%"#& 5$&6+7(&)8，!"#$%"#& ,1112,，9"&$#）

,）（:+/#7)3+$) ,- 2#)"+3#)&4(，.$"*& ;,73#0 5$&6+7(&)8，<*"* ,3+111，9"&$#）

（&#4#/5#6 +7 )8$*89: ,112；9#5/;#6 <8$*;49/=> 9#4#/5#6 3 ?#@9*89: ,112）

A@;>984>
B$ >"/; =8=#9，>"# C/$/># =’/$> <#>"’6 /; *;#6 >’ ’@>8/$ >"# ;’D*>/’$ ’C 8 ’$#(6/<#$;/’$8D /$5#9;# "#8> 4’$6*4>/’$ =9’@D#<

E/>" 8 ;’*94# =898<#>#9，8$6 >"# 4’99#;=’$6/$% 6/;49#># #F*8>/’$; 89# ’@>8/$#6G !’<=89#6 E/>" >"# $*<#9/48D <#>"’6; @8;#6 ’$
<#;"，>"# C/$/># =’/$> <#>"’6 ’$D: $##6; >"# ;48>>#9#6 $’6#; /$;>#86 ’C <#;"/$% >"# 6’<8/$ ’C >"# =9’@D#<G H"# C/$/># =’/$>
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