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对第一类椭圆方程进行新形式的函数展开，构造出非线性波动方程新的 *+,-./ 椭圆函数解 0将该方法应用于组

合 12345123 方程，得到方程新的 *+,-./ 椭圆函数解，并列出一些具体的解和作出相应的图形 0

关键词：第一类椭圆方程，*+,-./ 椭圆函数，组合 12345123 方程，行波解

,-..：#)6#1，#%’#

!贵州省科学技术基金（批准号：%##(%##’）资助的课题 0

! 通讯联系人 0 745+/8：98:)#’(; </=+0 ,-5

$ > 引 言

寻找非线性波动方程的精确解在非线性科学中

占有非常重要的地位 0 近年来，人们提出了许多方

法，如齐次平衡法［$—"］、双曲正切函数展开法［&—?］、

</=@ 4,-</=@方法［’］等 0 最近，刘式适等［$#—$&］提出了

*+,-./ 椭圆函数展开法并求得了一大类非线性波动

方程的周期解；张善卿等［$(］利用秩的概念扩充了

*+,-./ 椭圆函数展开法的应用范围；郭冠平等［$?］、沈

守枫等［$’］、石玉仁等［%#］以及吕大昭［%$］分别推广了

*+,-./ 椭圆函数展开法的展开形式；刘官厅等［%%］和

韩兆秀［%)］将在行波变换下的 *+,-./ 椭圆函数展开法

推广到一般函数变换下进行；ABC 等［%6］的方法的关

键在于将展开项的指数从 D ! 扩展到 !；E@=9 用修

正影射法［%"］得到了（% F $）维破裂孤子方程的解 0本
文在以上文献的启发下，结合文献［%&］，对第一类椭

圆方程进行新形式的函数展开，构造出非线性波动

方程新的 *+,-./ 椭圆函数解，并对组合 12345123
方程求解 0

% 0方法简述

考虑非线性波动方程

"（#，#$ ，#% ，#$$ ，#%% ，⋯）G #， （$）

寻求它的行波解为

# G #（!），! G &$ % F &% $， （%）

其中 &’（ ’ G $，%）为待定的波参数 0
把（%）式代入（$）式，（$）式可约化为如下的常微

分方程：

(（#，2# H2!，2% # H2!
%，⋯）G #0 （)）

由文献［%&］，并进一步将展开项的指数从 D !
扩展到 !，假设方程（)）具有如下新形式的函数展

开解：

#（!）G "
!

) G D !
［*) + )（!）F ,) + )D$（!）+ I（!）］，（6）

其中，*) ，,) 为待定常数，+ I（!）是
2
2!

+（!），! 的值

由领头项分析法［%(］确定 0
（6）式中 +（!）满足第一类椭圆方程［%?］：

（ + I）% G -# F -% + % F -6 + 6， （"+）

即

+ I G . -# F -% + % F -6 +# 6 ， （".）

其中，. G J $；-#，-%，-6 为待定常数，适当选取这些

常数的值，可使方程（"）的解 +（!）为 *+,-./ 椭圆函

数［%’，)#］0
把（6）式代入（)）式并结合（"）式可得到一关于

+（!）的多项式方程 0化简该方程后，令

+ /（ + I）0

（/ G #，D $，$，D %，%，⋯；0 G #，$，） （&）

的系数为 #，就得到一包含所有待定常数 *) ，,) ，-#，

-%，-6，&’ 的非线性代数方程组，解此方程组就可以

得到方程（$）的 *+,-./ 椭圆函数解 0
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! "组合 #$%&’#$% 方程的 ()*+,- 椭圆

函数解

考虑如下形式的组合 #$%&’#$% 方程［./］

!" 0（!! 0"!
1）!# 0#!### 2 3" （4）

把（1）式代入（4）式得

$!
.#!! 0 $1 !5 0 $.!!!5 0 $."!

1 !5 2 3 " （6）

（6）式两边同时对$积分一次得

%!7 0 &! 0 ’!1 0 (!! 2 ’3， （8）

其中，% 2 $!
.#，& 2 $1，’ 2 $.!91，( 2 $."9!，’3 为

积分常数 "
对（8）式，由领头项分析法得平衡常数

) 2 ." （.3）

故由（/），（.3）式得方程（4）的解为

!（$）2 %3 0 % :. * :. 0 %. * 0 & :. * :1 * 5

0 &3 * :. * 5 0 &. * 5 " （..）

由上述方法，把（..）式代入（8）式并利用（;）式

（以 + 2 . 为例），可得到如下的代数方程组：

%3 & 0 %1
3 ’ 0 1%. % :. ’ : ’3 0 %!

3 ( 0 <%3 %. % :. (

0 &1
. ’,3 0 <%. &3 &. (,3 0 !%3 &1

. (,3 0 &1
3 ’,1

0 1&. & :. ’,1 0 !%3 &1
3 (,1 0 <% :. &3 &. (,1

0 <%. &3 & :. (,1 0 <%3 &. & :. (,1 0 &1
:. ’,/

0 <% :. &3 & :. (,/ 0 !%3 &1
:. (,/ 2 3，

!% :. &1
:. (,3 2 3，

&1
:. ’,3 0 <% :. &3 & :. (,3 0 !%3 &1

:. (,3 2 3，

%!
:. ( 0 1%% :. ,3 0 1&3 & :. ’,3 0 !% :. &1

3 (,3

0 <%3 &3 & :. (,3 0 <% :. &. & :. (,3 0 !%. &1
:. (,3

0 !% :. &1
:. (,1 2 3，

%1
:. ’ 0 !%3 %1

:. ( 0 &1
3 ’,3 0 1&. & :. ’,3

0 !%3 &1
3 (,3 0 <% :. &3 &. (,3 0 <%. &3 & :. (,3

0 <%3 &. & :. (,3 0 &1
:. ’,1 0 <% :. &3 & :. (,1

0 !%3 &1
:. (,1 2 3，

% :. & 0 1%3 % :. ’ 0 !%1
3 % :. ( 0 !%. %1

:. (

0 1&3 &. ’,3 0 !%. &1
3 (,3 0 <%3 &3 &. (,3

0 !% :. &1
. (,3 0 <%. &. & :. (,3 0 %% :. ,1

0 1&3 & :. ’,1 0 !% :. &1
3 (,1 0 <%3 &3 & :. (,1

0 <% :. &. & :. (,1 0 !%. &1
:. (,1

0 !% :. &1
:. (,/ 2 3，

%. & 0 1%3 %. ’ 0 !%1
3 %. ( 0 !%1

. % :. (

0 !%. &1
. (,3 0 %%. ,1 0 1&3 &. ’,1 0 !%. &1

3 (,1

0 <%3 &3 &. (,1 0 !% :. &1
. (,1 0 <%. &. & :. (,1

0 1&3 & :. ’,/ 0 !% :. &1
3 (,/ 0 <%3 &3 & :. (,/

0 <% :. &. & :. (,/ 0 !%. &1
:. (,/ 2 3，

%1
. ’ 0 !%3 %1

. ( 0 &1
. ’,1 0 <%. &3 &. (,1

0 !%3 &1
. (,1 0 &1

3 ’,/ 0 1&. & :. ’,/

0 !%3 &1
3 (,/ 0 <% :. &3 &. (,/

0 <%. &3 & :. (,/ 0 <%3 &. & :. (,/ 2 3，

%!
. ( 0 !%. &1

. (,1 0 1%%. ,/ 0 1&3 &. ’,/

0 !%. &1
3 (,/ 0 <%3 &3 &. (,/ 0 !% :. &1

. (,/

0 <%. &. & :. (,/ 2 3，

&1
. ’,/ 0 <%. &3 &. (,/ 0 !%3 &1

. (,/ 2 3，

!%. &1
. (,/ 2 3，

&&. 0 1%. &3 ’ 0 1%3 &. ’ 0 <%3 %. &3 ( 0 !%1
3 &. (

0 <%. % :. &. ( 0 !%1
. & :. ( 0 &!

. (,3

0 %&. ,1 0 !&1
3 &. (,1 0 !&1

. & :. (,1

0 !&1
3 & :. (,/ 0 !&. &1

:. (,/ 2 3，

&!
:. (,3 2 3，

!&3 &1
:. (,3 2 3，

!%1
:. & :. ( 0 <%& :. ,3 0 !&1

3 & :. (,3

0 !&. &1
:. (,3 0 &!

:. (,1 2 3，

1% :. & :. ’ 0 !%1
:. &3 ( 0 <%3 % :. & :. (

0 1%&3 ,3 0 &!
3 (,3 0 <&3 &. & :. (,3

0 !&3 &1
:. (,1 2 3，

&& :. 0 1% :. &3 ’ 0 1%3 & :. ’ 0 <%3 % :. &3 (

0 !%1
:. &. ( 0 !%1

3 & :. ( 0 <%. % :. & :. (

0 !&1
3 &. (,3 0 !&1

. & :. (,3 0 %& :. ,1

0 !&1
3 & :. (,1 0 !&. &1

:. (,1

0 &!
:. (,/ 2 3，

&&3 0 1%3 &3 ’ 0 1% :. &. ’ 0 1%. & :. ’ 0 !%1
3 &3 (

0 <%. % :. &3 ( 0 <%3 % :. &. ( 0 <%3 %. & :. (

0 !&3 &1
. (,3 0 &!

3 (,1 0 <&3 &. & :. (,1

0 !&3 &1
:. (,/ 2 3，

1%. &. ’ 0 !%1
. &3 ( 0 <%3 %. &. ( 0 !&3 &1

. (,1

0 1%&3 ,/ 0 &!
3 (,/ 0 <&3 &. & :. (,/ 2 3，

!%1
. &. ( 0 &!

. (,1 0 <%&. ,/ 0 !&1
3 &. (,/

0 !&1
. & :. (,/ 2 3，

!&3 &1
. (,/ 2 3，
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!!
" "## $ % & （"’）

解方程组（"’）可以得到以下解：

情形 !

$% $ ( %
!"，$" $ ) (

’$##! " ，

$ (" $ %，!% $ %，!" $ %，! (" $ %，

! $ $ %’

!$" ( #( )’ ，

*%% " $ $% !#’ ( %’

!( )$" ，

$"## + % & （"!）

情形 "

$% $ ( %
!"，$" $ %，$ (" $ ) (

’$#%! " ，

!% $ %，!" $ %，! (" $ %，! $ $ %’

!$" ( #( )’ ，

*%% " $ $% !#’ ( %’

!( )$" ，$"#% + % & （"#）

情形 #

$% $ ( %
!"，

$" $ ) "
", ( ’

$"! #! %
（!!" - !$"#’ ( %’），

$ (" $ ) (
’$#%! " ，!% $ %，!" $ %，! (" $ %，

*"%% $ % ’%’

!" ( !( )! ，

!’ - $! ’#’ ( ’%’

!( )$" $ $ (’ ( %#

*$’ "’ -
’%’ #’

!$"

( #’
’ - !.#% # )# ，$"#% + % & （"/）

情形 $

$% $ ( %
!"，

$" $ "
!. ( ’

$"! #! %
（’%’ ( .!" - !$"#’），

$ (" $ ( (
$#%

’! " ，

!% $ ) ( $
’! "，!" $ %，! (" $ %，

!."%% $ % ,%’

!" ( "’( )! ，

#!’ ( ! ,%’

!" - #$#( )’ $ !.$’ #% ## ( #%#

*"’

(
#$%’ #’

!" ( $’ #’
’，

$" + %，#% 0 % & （".）

将（"!）—（".）式 代 入（""）式 便 可 得 到 组 合

12345123 方程（6）的 789:;< 椭圆函数解 & 以情形 #
为例，下面具体计算一些 789:;< 椭圆函数展开解 &

"）若 #% $ "=#，#’ $（&’ - "）=’，## $（" ( &’）’ =#，

则

’（!）$ >?!=（2?! - 9?!），

由（".）式，可得

(（!）$ ( %
!" ( "

’ ( $
’! "

2?! - 9?!
>?!

- "
", ( ’

$"! [! ’%’ ( .!" - !
’ $"（&’ - " ]）

@ >?!
2?! - 9?!

- ( $
’! " ?>!& （"6）

上式中 $ $ )!
""，! $ )’，% $ )"#=’，" $ )"$=!，下文

同 &若 取 )" $ ’，)’ $ "，# $ %A#%6’，$ $ %& "，" $
( %A%/，有 & $ %A’.*/ & 这里 &（% + & + "）是 789:;<
椭圆函数的模数，下文同 & 取 * $ %，由（"6）式，可作

出图 " &从图 " 可见，方程的解为周期解，在 + $ % 处

出现了奇点，而且在其光滑的曲线上出现了尖峰 &

图 " 取 * $ %，（"6）式的 +4( 图

’）若 #% $ &’ =#，#’ $（&’ ( ’）=’，## $ &’ =#，则

’（!）$ 2?!=（ " ( &! ’ >?! - 9?!），

由（".）式，可得

(（!）$ ( %
!" ( &

’ ( $
’! "

" ( &! ’ >?! - 9?!
2?!

- "
",& ( ’

$"! [! ’%’ ( .!"

- !
’ $"（&’ ( ’ ]）

2?!
" ( &! ’ >?! - 9?!
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! ! !
"! "

# ! #! " $%! ! &%!［#" ! #］

’%!［ # ! #! " &%! ( $%!］
)（#*）

若取 $# + "，$" + #，" + ,-,./"，# + ,-,#，$ +
! ,-0，有 # + ,-0"/, ) 取 % + ,，由（#*）式，可作出图

" )从图 " 可见，方程的解具有非对称性，各尖峰围绕

成两条包络的曲线 )
1）若 &, + .#2 ，&" + # ( #2 " ( /#2 ，&. +（# (

#2）"，则

’（!）+ " #! 2 &%!$%!3（ ()"
! ! #2 &%"

!），

其中 #2 + # ! #! " ，由（#/）式，可得

图 " 取 % + ,，（#*）式的 *4+ 图

+（!）+ ! ,
1" ! " ! !#2

"! "
$%"
! ! #2 &%"

!
" #! 2 &%!$%!

( #
5" ! "

!"1 #! 2

6［"," ! /-" ( 1!"（# ( #2 " ( /#2）］
" #! 2 &%!$%!
$%"
! ! #2 &%"

!

! ! !
"! "

" #! 2 ’%!（# ! "&%"
!）（$%"

! ! #2 &%"
!）! . #! 2 &%"

!$%"
!’%!（! # ! #2）

" #! 2 &%!$%!（$%"
! ! #2 &%"

!）
) （#7）

若 取 $# + "，$" + #，" + 1-.5#"，# + ,-#，

$+ ! ,-0，有 # + ,-1577 )取 % + ,，由（#7）式，可作出

图 1 )从图 1 可见，方程的解为周期解，在 * + , 处出

现了 奇 点，其 结 构 内 部 尖 峰 围 绕 成 两 条 包 络 的

曲线 )
.）若 &, +（# ( #2）" 3.，&" +（# ( /#2 ( #2 "）3.，

&. + #2，则

’（!）+（# ( #2）&%!3 "［$%"
! ( ’%! ( #2 &%"

!! ］，

其中 #2 + # ! #! " ，由（#/）式，可得

图 1 取 % + ,，（#7）式的 *4+ 图

+（!）+ ! ,
1" ! # ( #2

" ! !
"! "

"［$%"
! ( ’%! ( #2 &%"

!! ］
（# ( #2）&%!

( #
#*（# ( #2） ! "

!"! 1 "," ! /-" ( 1
. !"（# ( /#2 ( #2 "[ ]）

（# ( #2）&%!
"［$%"

! ( ’%! ( #2 &%"
!! ］

( ! !
"! "

"（# ( #2）$%!’%!（$%"
! ( ’%! ( #2 &%"

!）!（# ( #2）&%"
!$%!（! "’%! ! #" ( "#2 ’%!）

"（# ( #2）&%!（$%"
! ( ’%! ( #2 &%"

!）
)

（",）
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若 取 !! " # $ %，!& " !，! " #’(()!，" " (’!，

#" * ($%，有 " " (’+!+% $ 取 # " (，由（&(）式，可作

出 图+ $ 从图+可见，方程的解为周期解，曲线出现

图 + 取 # " (，（&(）式的 $,% 图

了一些尖峰，在 $ " ( 处出现了奇点 $
函数 &（$）的更多取法可参阅文献［&-，#(］$ 组

合 ./0,1./0 方程其余的 234567 椭圆函数解可同上

讨论，这里不一一计算，从略 $

+ ’ 结 论

本文对第一类椭圆方程进行新形式的函数展

开，构造出非线性波动方程新的 234567 椭圆函数解 $
由于函数 &（$）不拘于具体的表达式，通过选择合适

的参数，应用该方法可以寻找更多的解 $本文就是利

用这一特点，将该方法应用于组合 ./0,1./0 方程，

并得到方程新的 234567 椭圆函数解 $ 这个方法还可

以用去寻找其他非线性波动方程的 234567 椭圆函

数解 $

［!］ 839: ; < !--% ’()* $ +,## $ = !"" !>-
［&］ 839: ; <，?@5A B C，<7 ? C !--> ’()* $ +,## $ = #!$ >)
［#］ ?@39: 2 <，839: B ;，839: ; <，D39: ? E &((# -(./ $ ’()* $

!# &+%
［+］ D39 F G，?@39: H I !--J 01#2 ’()* $ 3./ $ %& #%#（79 K@79LML）

［范恩贵、张鸿庆 !--J 物理学报 %& #%#］

［%］ D39 F G &((( 01#2 ’()* $ 3./ $ %" !+(-（79 K@79LML）［范恩贵

&((( 物理学报 %" !+(-］

［>］ B39: <，<7A 2，B39: . &((! ’()* $ +,## $ = #&’ &>)
［)］ N3OPLM F 2，EAQQR C S !--) ’()* $ +,## $ = ##" &!)
［J］ D39 F G &((( ’()* $ +,## $ = #&& &!&
［-］ B39 K !--> ’()* $ +,## $ = ##% ))
［!(］ <7A T .，DA ? U，<7A T E，?@35 I &((! ’()* $ +,## $ = #’" >-
［!!］ <7A T .，DA ? U，<7A T E，?@35 I &((! 01#2 ’()* $ 3./ $ () &(>J

（79 K@79LML）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 &((! 物理学报

() &(>J］

［!&］ DA ? U，<7A T .，<7A T E，?@35 I &((! ’()* $ +,## $ = #") )&
［!#］ DA ? U，<7A T .，<7A T E &((& ’()* $ +,## $ = #"" %()
［!+］ <7A T .，DA ? U，<7A T E，?@35 I &((& 01#2 ’()* $ 3./ $ (! !(

（79 K@79LML）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 &((& 物理学报

(! !(］

［!%］ <7A T E，DA ? U，<7A T .，?@35 I &((& 01#2 ’()* $ 3./ $ (! )!J
（79 K@79LML）［刘式达、付遵涛、刘式适、赵 强 &((& 物理学报

(! )!J］

［!>］ <7A T .，DA ? U，<7A T E，?@35 I &((& 01#2 ’()* $ 3./ $ (! !-&#
（79 K@79LML）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 &((& 物理学报

(! !-&#］

［!)］ ?@39: T I，<7 ? C &((# 01#2 ’()* $ 3./ $ (# !(>>（ 79 K@79LML）

［张善卿、李志斌 &((# 物理学报 (# !(>>］

［!J］ GA5 G N，?@39: 2 D &((# 01#2 ’()* $ 3./ $ (# &>>(（79 K@79LML）

［郭冠平、张解放 &((# 物理学报 (# &>>(］

［!-］ T@L9 T D，N39 ? <，?@39: 2，BL K F &((+ 01#2 ’()* $ 3./ $

(* &(%>（79 K@79LML）［沈守枫、潘祖梁、张 隽、叶彩儿 &((+ 物

理学报 (* &(%>］

［&(］ T@7 B S，GA5 N，<V . N，EA39 8 T &((+ 01#2 ’()* $ 3./ $

(* #&>%（79 K@79LML）［石玉仁、郭 鹏、吕克璞、段文山 &((+ 物

理学报 (* #&>%］

［&!］ <V E ? &((% 01#2 ’()* $ 3./ $ (% +%(!（79 K@79LML）［吕大昭 &((%
物理学报 (% +%(!］

［&&］ <7A G U，D39 U B &((+ 01#2 ’()* $ 3./ $ (* >)>（79 K@79LML）［刘

官厅、范天佑 &((+ 物理学报 (* >)>］

［&#］ H39 ? W &((% 01#2 ’()* $ 3./ $ (% !+J!（ 79 K@79LML）［韩兆秀

&((% 物理学报 (% !+J!］

［&+］ ?@A 2 ;，;3 ? B，D39: 2 N，?@L9: K <，?@39: 2 D &((+ -(./ $

’()* $!* )-J
［&%］ NL9: B ? &((% -4""%/ $ 5(,46 $ ’()* $ %* &(%
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