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研究了周期混合信号和关联的乘性和加性噪声联合激励下的非对称双稳系统的随机共振现象 ( 运用两态理

论，给出了基频和高阶谐频信噪比的理论结果 (发现对于基频和高阶谐频情形下均出现随机共振，并且高阶谐频存

在抑制现象 (同时研究了非对称系数和噪声强度以及噪声之间关联强度对信噪比的影响 (
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# ; 引 言

随机共振的概念是由 <26=0 等［#］和 >0:?10@ 等［%］

于 %$ 世纪 ’$ 年代初在研究第四纪全球气象冰川问

题时提出的 (此后，对随机共振现象的研究课题已成

为近年来人们关注的重要课题，并进行了大量的理

论和实验研究［+—’］( 贾亚等将噪声之间的关联强度

引入双稳系统的随机共振研究中，发现噪声之间的

关联强度在随机共振的研究中起着重要的作用 (
A?1106@ 等［&］在输入非周期信号的双稳系统中发现了

“非周期随机共振”，B?3:C4D 等［#$］研究了“非马尔可

夫随机共振”，由噪声驱动的线性系统中也发现了随

机共振［##—#*］，曹力等［#)—#’］对具有信号调制噪声的

单模激光系统进行了深入的研究并得到一些新的结

果 (因此，随机共振已经广泛地应用于很多科学领

域，比如激光物理、生物物理、化学物理等 (
上面的研究仅涉及到单个周期信号激励的系

统 (对于多个周期信号激励的双稳系统中产生随机

共振现象的研究也逐渐引起人们的兴趣 ( E/69/ 和

F:A106G?:D［#&］在仅有两个周期场驱动的过阻尼双稳

系统中发现了振动共振 ( B0GG2H./6［%$］发展了由两个

周期场激励的双稳振子响应的理论结果 ( BH0I?H26D?
等［%#，%%］研究了具有混频信号的双稳系统的响应，并

通过一个铁榴石薄膜胶片实验证明了随机共振的存

在 (靳艳飞等［%+］研究了非关联的加性和乘性白噪声

以及周期信号共同作用的非对称双稳系统，并给出

了高阶谐频下的信噪比 (然而噪声之间的关联在实

际中经常存在，也有很多学者对此做了研究［%*—+$］，

本文考虑关联的加性和乘性白噪声以及周期混合信

号共同作用的非对称双稳系统 (

% (周期混合信号激励下非对称双稳系

统的信噪比

考虑关联的加性和乘性白噪声以及周期混合信

号共同作用的一维非对称过阻尼双稳系统，该系统

可以由朗之万方程描述：
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其中 #$（!）表示对称双稳势函数，$ 表示双稳系统

的偏度，周期混合信号由下式给出：

%（ "）J (# :?@（## "）L (% :?@（#% "）， （+）

!（ "）和"（ "）分别表示乘性和加性高斯白噪声，其统

计性质由其均值和方差给出：
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其中 $ 和 # 分别代表乘性和加性高斯噪声强度，$
为它们之间的关联系数 ’

根据方程（(）—（$），相应的 )*+ 方程为
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根据方程（.）可以得到准稳态概率密度
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其中 + 为归一化常数 ’
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设 & < ! < ’ 1! (和 &: ! : 分别为未扰系统的稳

定点和不稳定点，在绝热近似的条件下，粒子从稳态

& -（& # ）到稳态 & #（ & - ）的跃迁率为 / -（/ # ），其

表达式为
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其中 / < :表示（(）式在没有周期信号激励时的跃迁

率，表达式为
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由文献［.］知道，我们可以应用两态理论进行研

究 ’设 3 < 代表粒子在稳态 & < 的概率密度，粒子概

率密度的主方程可以写为
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两态模型的概率密度函数可以写为
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在绝热近似条件下，对（>）式中的跃迁率 / < 分

别以小参数(< ! 0 < *（ !）为基进行级数展开：
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由（((）和（(,）式可得
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其中 3 < :表示调制信号 *（ !）! : 时的值 ’

通过 求 解 微 分 方 程（($7）—（($%），可 以 得 到

3 < :，3 < (和 3 < "的表达式：
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其中 ! ! " 在（#）式中定义，! ! $（ "）的表达式可以由

（%）式分别关于小参数!! & # ! $（ "）展开得到 ’

根据平均自相关函数的定义可知
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对平均自相关函数做傅里叶变换可以得到功率

谱 ’（#），当 ($#" 并且 () & " 时，基频情形下对应

的功率谱 ’（#）为
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’$（#$，#）来源于绝热近似条件下的输出噪

声，’)（#）来源于绝热近似条件下的输出信号 ’信噪

比定义为输出信号功率谱与此处相应噪声功率谱的

比值 ’
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运用上面相同的计算方法，可以得到在#$，#)%! ( " ( ! . "的条件下，高阶谐频对应的信噪比
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? ’ 结果和讨论

对于基频情形下的随机共振，由于文献［)#］已

经讨论过，本文不再讨论 ’ 下面讨论乘性噪声强度

.，加性噪声强度 2，静态非对称性 ) 和噪声关联系

数&对高阶谐频信噪比（$#）—（)"）式的影响 ’

在图 $ 和图 ) 中，我们画出了高阶谐频信噪比

作为乘性噪声强度 . 的函数随不同的噪声关联系

数&变化的曲线 ’曲线呈钟形，即出现了随机共振 ’
当取相同的参数值时，图 ) 中 ’/0) 的值要小于图 $
中 ’/0$ 的值，该结果与文献［?$］的双稳系统研究

结果一致 ’因此，谐频的阶数越高，信噪比的值越小，

即高阶谐频对信噪比起抑制作用 ’由图 $ 和图 ) 可
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以看出，当 ! 取值很小时，"#$! 和 "#$" 随着!的

增大而减少，然后当 ! 的值继续增加时，"#$! 和

"#$" 随着!的增大而增大 # 同时，随着!的增大，

共振峰的位置向右移动 # 并且峰值随着!的增大而

增大 #

图 ! "#$! 作为 ! 的函数随不同的!的变化曲线 % $ %&!，

& $ ’ $ !，(! $ %&%’，(" $ %&%!，"! $ %&(，"" $ %&!，$ $ !，)（ * $ %）

$ ) )

图 " "#$" 作为 ! 的函数随不同的!的变化曲线 % $ %&!，

& $ ’ $ !，(! $ %&%’，(" $ %&%!，"! $ %&(，"" $ %&!，$ $ !，)（ * $ %）

$ ) )

图 ( 和图 ’ 给出了高阶谐频信噪比作为加性噪

声强度 + 的函数随不同的噪声关联系数!变化的

曲线 #曲线上出现了峰值，即产生了随机共振 # 当取

相同的参数值时，图 ’ 中 "#$" 的值要小于图 ( 中

"#$! 的值，同样说明了高阶谐频对信噪比起抑制作

用 # 当 + 取值较小时，"#$! 和 "#$" 随着!的增大

而减少，然后当 + 的值继续增加时，"#$! 和 "#$"

随着!的增大而增大 #同时，随着!的增大，共振峰

的位置向右移动 #并且峰值随着!的增大而减小 #

图 ( "#$! 作为 + 的函数随不同的!的变化曲线 % $ %&!，

& $ ’ $ !，(! $ %&%’，(" $ %&%!，"! $ %&(，"" $ %&!，! $ %&!，)（ * $

%）$ ) )

图 ’ "#$" 作为 + 的函数随不同的!的变化曲线 % $ %&!，

& $ ’ $ !，(! $ %&%’，(" $ %&%!，"! $ %&(，"" $ %&!，! $ %&!，)（ * $

%）$ ) )

图 * 和图 + 给出了高阶谐频信噪比作为噪声关

联系数!的函数随不同 % 的变化的曲线 # 在非对称

情形下，当! , % 时，信噪比曲线有明显的单峰出

现，即出现了随机共振现象 # 该结果与曹力和吴大

进［("］研究的线性系统随机共振的结果吻合 # "#$!

和 "#$" 均随着 % 的增大而减小，同时共振峰向左

移动 #
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图 ! !"#" 作为!的函数随不同的 $ 的变化曲线 % # & # "，

’" # $%$&，’’ # $%$"，"" # $%(，"’ # $%"，( # $%"，# # "，)（ * # $）

# ) )

图 * !"#’ 作为!的函数随不同的 $ 的变化曲线 % # & # "，

’" # $%$&，’’ # $%$"，"" # $%(，"’ # $%"，( # $%"，# # "，)（ * # $）

# ) )
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