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在 ,-./01 方程中的混沌区域，存在着两种尺度的相互作用 2其中代表大尺度运动的 3456/789 数 ! 决定空气中小

尺度的对流和湍流运动，而对流和湍流运动又对大尺度运动具有反馈作用，两者的相互作用最终使 ! 值减小，空气

运动进入一种定常状态 2在反馈过程中，垂直热通量 "#及垂直温度梯度 $—的变化是决定 ! 变化的主要原因，并且反

馈的最终结果表现出突变的特征 2

关键词：,-./01 方程，两种尺度，相互作用

’())：&)*&，&)*)

!国家自然科学基金（批准号：:&)!!&&:）资助的课题 2

# ;<=476：6>!’’?!+%2 @-=

$ 通讯联系人 2 ;<=476：67ABC?DEA2 /CA2 @0

! F 引 言

著名的 ,-./01 方程［!］是确定的非线性系统［"，%］

出现内在随机性混沌的第一个例子 2方程中的控制

参数 ! 是 反 映 大 气 热 对 流 强 弱 的 3456/789 数［*］2
,-./01 方程反映的一个典型的物理过程是太阳加热

地面，造成下层空气和上层空气有一定的温度差

!% 2当!% 比较小，即 ! 也比较小时，此时空气对流

不起来，处在静止状态；当!% 逐渐增大，促使 ! 数

超过一定的临界值时，下层的热空气就开始上升，上

层的冷空气下沉，从而产生对流，此时大气中就出现

对流的积云；温差!% 进一步加大，! 数再增大，大

气中出现剧烈的许许多多的对流单体，甚至云中出

现很强的湍流，积云就演变成浓积云，云中雷电交

加，到云中的水凝结到一定的程度后，就开始下雨 2
,-./01 方程中非线性的含义是 3456/789 数 ! 是

产生对流的动力 2当对流起来后，热空气向上，冷空

气向下，使得上下层空气的温度差!% 改变，从而改

变产生对流的 3456/789 数 ! 2若方程中没有非线性，

那么热空气就只是一直向上的单向流，而不会产生

对流 2
这里也含有两种尺度的相互作用 2一种尺度是

造成对流的 3456/789 数，它主要由上下层空气的平

均温度造成的温差!% 决定，它可以看成是较大的

尺度；另一种尺度就是由 3456/789 数决定的空气对

流和湍流，它可以看成是较小的尺度 2两种尺度的相

互作用表现为给定 3456/789 数 !，可能会产生对流 2
反过来，空气一旦对流起来，上下热量交换又可能改

变原来造成对流的 3456/789 数 2应该指出，,-./01 方

程中的内在随机性（即混沌）是造成两种尺度相互作

用的基本条件 2因为非线性系统中的内在随机性或

混沌就意味着含有多种尺度 2它们在云中形成大大

小小不同尺度的对流泡，造成上层和下层空气的剧

烈交换，才使得上层和下层的温差减小，进而改变了

原先产生混沌的 3456/789 数 2
本文研究 ,-./01 系统中内在的两种尺度的相互

作用或反馈过程，它的普遍意义在于非线性科学就

是研究物理量的非线性相互作用，并且两种尺度的

相互作用就是其中的一种［)，+］2应该说明的是，上述

的两种尺度互相作用也是一种反馈 2一方面大尺度

决定了小尺度的变化，另一方面小尺度的信号又反

馈给大尺度 2在积云对流中这种反馈过程是自动进

行的，在下述的 ,-./01 方程模型中，这种反馈并非人

为附加的，而是按照原有模型的规律进行的 2这里的

反馈过程和混沌控制中的反馈过程是不同的：首先，
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混沌控制中的反馈控制，为了达到控制目标已经对

原动力系统进行了人为的改变，在原动力系统中加

上了一个反馈项或人为地加入控制量去改变控制参

数［!—"# ］，本文中的反馈过程并未改变原有的动力系

统；其次，混沌控制中是将混沌状态驱动到事先选定

一个控制目标上去［"$—"%］，而本文中的反馈过程，到

&’()*+ 方程中的定常状态，反馈过程就会停止 ,

- , &’()*+ 方程的反馈模式

反映局地热对流的 &’()*+ 方程为

.!

. " / # ( ! 0 # ( $，

.$

. " / %! 1 !& 1 $，

. &

. " / !$ 1 ’&，

（"）

其中 ’ / %
2 ，# ( / "3 ,

方程（"）中的 ! 代表对流运动的强度，$ 和 & 分

别表示上下对流扰动造成的温度差以及和平均温度

垂直梯度的偏离［"4］，因此方程中 !$ 和 !& 这两个非

线性项代表对流速度和温度的相互作用 , ! 和 $ 同

号说明下层热空气上升，上层冷空气下沉，而 !$ 的

平均 !$就代表垂直热通量 ,
方程（"）中

% /
(5

（(5）6
， （-）

% 是 7589):;< 数 (5 与 7589):;< 数 的 一 个 临 界 值

（(5）6 之比 ,其中，（(5）6 /!
=（" 0 )-）2

)- ， ) / "
!( )- ,通

常 (5 可以表示为

(5 / 1 # ( (-
) ( : / *!+2",

-. ， （2）

其中，# ( 为 >(5*.?9 数，() 是 7)8*’9.@ 数，( : 是

7:6<5(.@’* 数［-3］, * 是重力加速度，!是热膨胀系

数，+ 是空气层厚度，", 是上下层温差，-，. 分别

是分子热传导系数和分子粘性系数 , 可以看到，(5

是浮力与摩擦力之比，表示对流运动的发展除了要

求层结不稳定（( : A 3）外，还需要克服摩擦和热传导

的耗散作用 ,
&’()*+ 已经说明［ -"］，当 % B 3 时，方程（"）有 2

个定常解（2 个平衡态）：

/ C（!，$，&）/（3，3，3），

0"，- C（!，$，&）/（D ’（ % 1 "! ），

D ’（ % 1 "! ），% 1 "）， （=）

其中，平衡态 / 代表无对流的静止状态，平衡态

0"，-代表对流状态 , &’()*+ 已经说明，当 % A " 时，状

态 / 是稳定的；当 % B " 时，产生两个稳定的平衡状

态 0"，-，到 % / -= 左右，0"，-仍稳定 ,但是 &’()*+ 证明

当

% B -=,!=， （#）

系统就会进入混沌状态［--］，即相当于积雨云中的湍

流状态 ,
因此，对于方程（"）若给定一个 % 值，就可以算

得 !，$，& 的 一 系 列 数 值，它 代 表 小 尺 度 的 湍 流

状态 ,
反过来，对方程（"）的第 - 式作时间平均得到

.$

. " / %!— 1 !& 1 $—， （$）

就可以通过 !，$，& 等的平均值求得新的 7589):;< 数

%，它代表由 !—，$—，&—算出的大尺度状态 ,如果将这个

新的 % 输入到方程（"）又可求出一系列 !，$，& 数

值 ,将这一系列数值的平均值代入（$）式又可以求得

新的 % 值 ,如此反复，这种反馈过程就代表两种尺度

的相互作用过程 ,

2 ,两种尺度的相互作用的结果

首先我们先看大尺度参数 % 控制下的小尺度运

动 ,给 定 % / -%，我 们 对 方 程 组（"）用 7E*;)FGE??5
法［ -2］求解 , 时间步长 1 / 3H3"，初值（ !3，$3，&3 ）/

（3，"，3），共计算了 $333 步 ,计算结果见图 " ,
从图 " 中 $333 个点的 $ 折线可以看到，$ 从初

始值 " 快速增加，在第 2% 步达到最大后开始快速减

小，第 =! 步后 $ 由正数减小为负数 , $ 在第 42 步处

减小到第一个最小值后进入一种波动状态 , 此种波

动状态的特点是，虽然波动的振幅逐渐增大，但波动

周期变化不大，且 $ 全部是负值 , 第 "$## 步开始 $
由负值增大到正值，随后 $ 进入一种既有正值又有

负值的无周期的混沌状态 ,
从图 " 中还可以看到 ! 的变化情况与 $ 的变化

情况很相近 ,通过计算可以得到 $333 步中在同一点

上 ! 和 $ 是同号的有 #=$# 个，占 4"H3%I ,计算两者

相关系数为 3H44，说明 ! 的变化和 $ 的变化几乎是

完全一致的 ,由于 ! 代表对流运动的强度，! 和 $ 同

号表示暖流体上升或冷流体下沉 , 因而从图 " 中可
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图 ! ! " #$ 时，%&&& 个 "（虚线）和 #（实线）折线图

以看到，对流运动强度开始是快速增强，并且伴随着

暖空气上升；到第 ’$ 步左右，暖空气到达对流单体

的最高点，虽然仍然是暖空气上升但强度开始减弱；

到第 () 步左右 " 和 # 值都由正值转为负值，说明对

流中出现冷空气的下沉运动，这种运动的特点是强

度逐渐增大，缓慢波动，持续时间较长；第 !%** 步左

右以后，进入一种有时是暖空气上升，有时又是冷空

气的下沉，强度也是有时增强，有时减弱的状态，这

就是所谓的混沌［#(，#*］+
下面来看小尺度的混沌运动对大尺度的反馈

作用 +
将图 ! 算出的 "，#，$ 值作时间平均代入（%）

式，就可以算出新的 ! 值 +重复上述步骤就可以得出

两种尺度不断相互作用相互反馈的结果 + 表 ! 列出

了反馈 #&& 次的计算结果 +
这 #&& 次反馈出的 ! 值随着反馈次数的变化见

图 # +从图 # 中可以看出，随着反馈次数的增加，! 有

三次较为明显的下降：第 ! 次是反馈到第 !* 次时，!
值由 #$ 值突然下降到 #)；第 # 次是到第 !&& 次时，!
值由 #) 值突然下降到 #%；第 ’ 次是最大的一次下

降，在到第 !’% 次时，! 值由 #% 突然下降到 !# 左右，

并且随后一直维持这个数值不再改变 +

表 ! 反馈 #&& 次的计算结果

反馈次数

（间隔 * 次）
"— #— "$ ,#

, % !

! - !+$.$% - !+.!!! - *!+#)(’ & +&#&* #$+&&#%

* #+&(.$ # +&(#( **+*#’& - &+!%#* #$+&&(’

!& & +)’&% & +)#*# #&+&&#. - &+#$’* #)+.$(&

!* - &+&&#* - &+&&’& - &+&%$) & +&&*! #)+&#%)

#& - &+%&(% - &+%&%# - !*+)#!* - &+&!## #)+&#’$

#* & +%(#* & +%!)% !)+#.’’ - &+’#’. #)+’)#$

’& - &+(.!( - &+*!$! - !#+)%!& - &+!#$# #)+#$%&

’* - &+#.(% - &+#)&* - $+!$$$ & +’)!# #)+(*$&

(& & +!#%% & +!(*! ’ +&’.( & +#.*( #)+(.)’

(* - &+’!#. - &+’#)# - $+##%( - &+&(&& #)+(%**

*& - &+!).# - &+!)). - (+)’(( - &+&’%) #)+%&.)

** - &+)%.( - &+))&( - #&+’..’ - &+&’(* #)+**.&

%& & +’*#& & +’%$) . +#(() & +&$*( #)+**&(

%* - &+).!! - &+).). - #&+$$’) - &+!&’! #)+*’*$

)& ! +!$*% ! +#!%$ ’!+!$)# & +’’.! #)+%!)’

)* ! +!&.’ ! +!’!$ #.+’$’& & +&)’& #)+*)($

$& & +#’$& & +#%#* % +#)(# & +&!*# #)+*’#.

$* - &+)(*( - &+)%#& - !.+%)#& - &+&.$# #)+*(*(

.& & +’.(% & +’.$# !&+%&.$ - &+!’*# #)+**(%

.* & +$%’% & +$%!! ##+.%#( - &+&%*. #)+*!!&

!&& & +&#!. - &+&&$# & +$#!* - &+#’#( #%+**))

!&* & +&.!& & +&$%* # +#.$# - &+&&(# #%+!($.

!!& - &+$&’! - &+$#*! - !.+$##. - &+’’.$ #%+!’’$

!!* - &+!).% - &+#!.! - (+&##’ - &+(*’) #%+!(*!

!#& - &+%)!& - &+%%’$ - !)+&&!’ & +!#*$ #%+!’).

!#* ! +’*&! ! +’(.& ’’+$(&% & +&.(! #%+!’(#

!’& - &+$#%) - &+$!&! - #!+&’)% & +#(&. #%+!’*%

!’* & +&&&’ - &+&!!. & +&)!& - &+&**$ !#+!(#$

!(& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!(* * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!*& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!** * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!%& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!%* * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!)& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!)* * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!$& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!$* * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!.& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

!.* * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(

#&& * +(*&) * +(*&) %&+)#$) & +&&&& !#+!(!(
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图 ! ! 随反馈次数的变化情况

上面的分析说明，两种尺度的相互作用最终是

使 ! 减小，因而存在小尺度对大尺度的负反馈作用，

并且有时表现出一种突变的特征［!"，!#］$
将反馈到第 %&" 次时的 ! ’ %!(%)%)*!*+),&-#

代 入（ )）式 中 的（ . "（ ! / %! ），. "（ ! / %! ），

! / %），得到结果（ #，$，%）’（ . -()-*#!-!&!)")+，

. -()-*#!-!&!)")+，%%(%)%)*!*+),&-#），因此说明由

混沌状态而突变到对流状态 &%，!，此后就不再有反

馈发生 $所以小尺度运动对大尺度的作用是最终将

不稳定的湍流运动减弱至一个稳定的平衡态 $

) $ #$，%—的变化和 ! 变化同步

由于 # 表示对流，而 $ 表示温差，因此 # 和 $
相乘的平均值 #$就表示上下输送的平均热通量 $

另外，% 值表示垂直温度梯度的变化，因此 % 的

平均 %—也反映上下输送的强弱变化 $图 &（0）和（1）是

#$和 %—分别随反馈次数的变化图 $

图 & #$（0），%—（1）随反馈次数的变化

对比图 ! 和图 &（0），可以看到垂直热通量 #$的

三次较大变化与 ! 的三次突然变化有很好的对应，

说明垂直热通量 #$的变化是决定 ! 变化的主要原

因 $ #$的减小，表示上下层温差!’ 减小，因而 ! 下

降 $当 ! ’ %! 左右时，已经到达 234567 方程的定常状

态 &%，! $此时 # 和 $ 已经不再随时间变化，因而#$也

不再随时间变化，所以不再有反馈作用，! 也不再

变化 $
变量 % 反映的是温度垂直廓线同线性分布的偏

差 $从图 &（1）看出，%—的变化情况与图 ! 和图 &（0）中

! 和#$的变化情况是一致的，说明热通量 #$的变化

导致上下层温差!’ 的减小，因而温度的垂直梯度

也减小 $从图 &（1）上还可以看到，在反馈到第 %&" 次

时，%—值达到极小值，并且保持此值不再改变 $

- $ #—，$—，%—出现极值是 ! 发生突变的

条件

图 ) 是平均状态的 # 和 $ 随反馈次数的变化，

在第二节中说明 # 与 $ 是同号变化的 $从图 ) 中仍

然可以看到平均状态的 # 和 $ 也是同号变化的，反

映出热空气上升和冷空气下沉的运动形式 $ 并且可

!&"- 物 理 学 报 -" 卷



图 ! !—，"—随反馈次数的变化

以看出，当反馈到第 "#$ 次时，!—和 "—同步达到极大

值 %
为什么 !—，"—同步达到极大值时，可以反映图 "

中的第 # 次 # 值的突变呢？

对方程（"）取平均得到：

&!
& $ ’ ( % ) !

— * % ) "
—

，

&"
& $ ’ #!— ( !& ( "—， （+）

& &
& $ ’ !" ( ’&— %

由（+）式看出，!—，"—，&—出现极值，意味着
&!
& $ ’

&"
& $ ’

& &
& $ ’ ,%但由于 !—，"—，&—随时间的变化完全是由

# 随时间变化引起的，因此有
&!
& $ ’

&!—
& #

& #
& $ %因为

& #
& $!

,，因此要使
&!
& $ ’ ,，应有

&!—
& # ’ ,% 同理可得到，要使

&"
& $ ’ ,，

& &
& $ ’ ,，应有

&"—

& # ’ ,，
& &—
& # ’ ,%因而方程（+）等

于零，就相当于在反馈过程中，!—，"—，&—出现极值 %图
! 显示 !—，"—最后出现极大值，图 #（-）显示 &—最后出

现极小值，因而 !—，"—，&—出现极值是两种尺度相互作

用过程中 # 值发生突然下降的条件 %

$ . 结 论

/0)123 方程在混沌区内会出现两种尺度的相互

作用，它表现为给定 4567189: 数 # 后，激起了上层空

气和下层空气的温差而形成的剧烈对流和湍流状

态，相反剧烈对流和湍流状态会造成上下温差和垂

直温度梯度的减小，进而使得造成对流的 # 值减小 %
两种尺度相互作用，直到定常态而停止 %平均垂直热

通量!"以及平均垂直温度梯度 &—的变化和 # 值的变

化几乎同步对应 %两种尺度相互作用过程中，# 值有

时会发生突变 %反馈停止前的那一次突变，对流强度

!—，温度差变化 "—会达到极大值，而垂直温度梯度变

化 &—达到极小值 %

［"］ /0)123 ; < "=$# ( % )$*+, % -./ % !" "#,
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