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讨论了具有有界随机参数的随机 )*+,*-..-/012+ 3-/ 4*5系统的随机混沌现象，并利用噪声对其进行控制 6首先
运用 7,-89:,-;多项式逼近的方法，将随机 )*+,*-..-/012+ 3-/ 4*5系统转化为等价的确定性系统，使原系统的随机混
沌控制问题转换为等价的确定性系统的确定性混沌控制问题，继而可用 <92=>+*;指数指标来研究等价确定性系统
的确定性混沌现象和控制问题 6数值结果表明，随机 )*+,*-..-/012+ 3-/ 4*5系统的随机混沌现象与相应的确定性
)*+,*-..-/012+ 3-/ 4*5系统极为相似 6利用噪声控制法可将混沌控制到周期轨道，但是在随机参数及其强度的影响
下也呈现出一些特点 6
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! J 引 言

)*+,*-..-/012+ 3-/ 4*5（)14）系统是一个简单的
用来描述电刺激在神经细胞膜上传播的二维模

型［!］：

!·K ! L !
$ !$ L " M #（ $），

"·K %（! M & L ’"），
（!）

其中 #（ $）K (& M (! I*:!$，&，’，%，(& 和 (! 为常数 6
)14系统作为一个在生物和物理领域中有重要意义
的动力系统，有着丰富的非线性现象［#—@］，如倍周期

分岔、N*=.分岔、魔鬼阶梯和混沌等，且其混沌控制
也已经被 O2P2:-Q2/ 和 <2Q:,D2+2+ 进行了充分的研
究［?］6然而这些研究都局限于确定性 )14 系统，本
文将在这些确定性现象的基础上研究随机 )14
（R)14）系统的随机混沌现象和控制问题 6
对于随机结构分析有 $ 种基本的数值方法：

S*+T-072/5*方法、随机摄动法和随机系统的正交多
项式逼近法 6第三种方法由文献［(，%］提出，最后得
到 <E 的进一步发展［’］，是一个有效的解析方

法［A—!#］6近来，一些典型动力学模型中的随机分岔和
混沌现象已经运用 7,-89:,-;多项式逼近方法得到
了成功的研究［!$—!’］，本文将运用同样的策略来研究

R)14系统 6
我们通过 7,-89:,-;多项式逼近的方法把 R)14

系统的随机混沌控制问题转化为对其等价确定性系

统的混沌控制问题 6本文借助外部噪声进行控制，此
方法已经成为一个极其重要的控制方法，它已拓广

应用于众多领域，例如，外部随机驱动法可用于对社

会系统、经济系统和神经网络系统等进行宏观控制 6
在外部噪声的作用下，能够产生多种外部噪声效应，

噪声在有些情形下对混沌有控制作用，另一些情形

下可能会失控 6就 R)14系统而言，随着噪声强度的
增长会出现混沌与有序的多次反复相互转变，随后

才维持在某种有序运动 6也就是说只有适当的噪声
强度，才可能使系统从混沌态转变到持续的有序态，

即达到混沌控制的目的 6
本文首先将 R)14系统转化为等价的确定性系

统，然后对 R)14系统的随机混沌现象进行了分析，
最后运用外部噪声控制法对 R)14系统的随机混沌
行为进行控制 6
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!" #$%&系统的 ’()*+,()-多项式逼近

!"#" $%&’()%&*多项式

当随机参数服从拱形分布时，其概率密度函数

的表达式为［.］

!（!）/
（!0!） 1 2!! !

! " 1，
3 ! 4{ 1 5

（!）

在正交多项式逼近法中，多项式基的选取与随机的

概率密度函数是一一对应的，基于此概率密度函数，

选择第 !类 ’()*+,()-多项式作为与其对应的正交
多项式基，表达式如下：

"#（!）/ #
［#0!］

$ / 3
（2 1）$ （# 2 $）！

$！（# 2 !$）！（!!）
#2!$ 5（6）

第 !类 ’()*+,()-多项式的循环递推公式为

!"#（!）/
1
!［"#21（!）7 "#71（!）］， （8）

其加权正交性可以表示为

$
1

21

!
!

1 2!! ! "%（!）"&（!）9! /
1 % / &，
3 % % &{ 5
（:）

由于 ’()*+,()- 多项式的加权正交性，任意的函数
’（!）&(! 均可以表示成如下级数形式：

’（!）/ #
;

% / 3
)%"%（!）， （<）

其中

)% /$
1

21
!（!）’（!）"%（!）9!5 （=）

在实际中对（<）式只能取有限项，此时 ’（!） /

#
*

% / 3
)%"%（!）是在最小均方残差意义下对（<）式的一

个逼近［1.］5

!"!" +,-.系统的 $%&’()%&*多项式逼近

如果在 $%&系统（1）中，+ / +— 7"!是一个随机
参数，其中 +—是 + 的均值，!为服从［ 2 1，1］上拱形
分布的随机变量，" 是! 的强度，,（ -）/ .3 7
.1 >?,（#-），则具有有界随机参数的 #$%&系统表示为

/·/ / 2 1
6 /6 2 0 7 ,（ -），

0·/ )［/ 7 1 2（+— 7"!）0］5
（@）

随机系统的响应也是随机的，则系统（@）的响应应该
是时间 - 和随机变量!的函数，即

/ / /（ -，!），0 / 0（ -，!）5 （.）
运用正交多项式逼近，响应（.）可表示为如下级数
形式：

/（ -，!）/ #
*

% / 3
/%（ -）"%（!），

0（ -，!）/ #
*

% / 3
0%（ -）"%（!），

（13）

其中 % 是 ’()*+,()-多项式的序数，* 表示所取多项

式的最高阶数 5 当 *’ ;时，#
*

% / 3
/%（ -）"%（!）和

#
*

% / 3
0%（ -）"%（!）分别严格等价于 #$%&系统的响应

/（ -，!）和 0（ -，!）5本文我们取 * / 8，则

/（ -，!）/ #
8

% / 3
/%（ -）"%（!），

0（ -，!）/ #
8

% / 3
0%（ -）"%（!）5

（11）

（11）式是在最小均方残差意义下的近似解 5
将（11）式代入（@）式得

#
8

% / 3
/·%（ -）"%（!）/#

8

% / 3
/%（ -）"%（!）

2 [1
6 #

8

% / 3
/%（ -）"%（! ]） 6

2#
8

% / 3
0%（ -）"%（!）7 ,（ -），

#
8

% / 3
0·%（ -）"%（!）/ [) #

8

% / 3
/%（ -）"%（!）7 1

2 +—#
8

% / 3
0%（ -）"%（!）

2"!#
8

% / 3
0%（ -）"%（! ]） 5 （1!）

对上式我们运用 ’()*+,()-多项式的性质和相关公
式，最终将其转化为如下与 #$%&系统（@）等价的确
定性系统［.］：

/·3（ -）/ 2 1
6 23（ -）2 03（ -）7 /3（ -）7 ,（ -），

0·3（ -）/ )/3（ -）7 1) 2 )+— 03（ -）2 1
! )"01（ -），

/·1（ -）/ 2 1
6 21（ -）2 01（ -）7 /1（ -），

0·1（ -）/ )/1（ -）2 )+— 01（ -）2 1
! )"［03（ -）7 0!（ -）］，

/·!（ -）/ 2 1
6 2!（ -）2 0!（ -）7 /!（ -）， （16）

0·!（ -）/ )/!（ -）2 )+— 0!（ -）2 1
! )"［01（ -）7 06（ -）］，
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!·!（ "）" # $
! #!（ "）# $!（ "）% !!（ "），

$·!（ "）" %!!（ "）# %&—$!（ "）# $
& %!［$&（ "）% $’（ "）］，

!·’（ "）" # $
! #’（ "）# $’（ "）% !’（ "），

$·’（ "）" %!’（ "）# %&—$’（ "）# $
& %!$!（ "）(

由于在以上转化过程中我们曾对方程关于"取期
望［$)］，因而得到的等价确定性系统（$!）是一个加权
均值系统，所以等价确定性系统（$!）的响应必将呈
现原 *+,-系统（.）的一些均值特性 (则 *+,-系统
的集合平均响应可表示为

’［!（ "，"）］" !
’

( "/
!(（ "）’［)(（"）］" !/（ "），

’［$（ "，"）］" !
’

( "/
$(（ "）’［)(（"）］" $/（ "）(（$’）

当""/时，*+,-系统（.）简化成确定性 +,-系统：

!·" ! # $
! !! # $ % *（ "），

$·" %（! % + # &—$）(
（$)）

下文中我们将确定性系统（$)）的响应 !（ "）和 $（ "）
记为 01；等价确定性系统（$!）的集合平均响应
’［!（ "，"）］和 ’［ $（ "，"）］记为 231(用 231 来研
究 *+,-系统的基本非线性现象，通过 01 和 231
的比较观察 *+,-系统的特点 (

! 4 *+,-系统的随机混沌现象

本节我们通过 *+,- 系统的等价确定性系统
（$!）和确定性 +,-系统（$)）的最大 56789:;< 指数
来分析其混沌现象［&/］，参数选取如下［&，!］：

+ " /(=，&— " /(.，% " /($，# " $(/，
,/ " / (/，,$ #［/ (>/，/ (.)］(

首先比较!" /( /时两系统的最大 56789:;<指
数，如图 $（7）所示 (其最大 56789:;<指数表现出显
著的一致性，此现象表明 ?@AB6C@A<多项式逼近方法
在研究 *+,-系统的随机混沌行为中是有效的 (当
随机参数强度!增加到 /4/$)时，从图 $（B）可以见，
由于随机因素的影响等价确定性系统（$!）的最大
56789:;<为正数的参数区间发生扩散 (且此区间中
等价确定性系统（$!）较确定性 +,- 系统（$)）在混
沌区域的最大 56789:;<指数明显增大 (
从图 &（7）可看出，随着随机参数强度!的增

加，系统（$!）的最大 56789:;<指数为正的参数区间，

图 $ 当 ,$#［/( >/，/ ( .)］时，系统（$)）和（$!）的最大 56789:;<

指数图 （7）!" /(/；（B）!" /(/$)

扩散程度不断增加，从进入和离开混沌区域处的最

大 56789:;<指数局部放大图 &（B）和 &（D）可明显看
出这一扩散现象 (上述现象说明 *+,-系统的混沌
响应受随机参数及其强度的影响 (换句话说，*+,-
系统和确定性 +,-系统中的混沌行为极为相似，但
在随机参数的影响下，最大 56789:;<指数为正数的
相应参数区间发生扩散，且扩散程度随着随机参数

强度的增加而增强 (

’ 4 *+,-系统的随机混沌控制

由第 &节分析可知，系统（$!）为 *+,-系统（.）
的等价确定性系统，故可将 *+,-系统的随机混沌
控制化简为对其等价确定性系统（$!）的确定性混沌
控制，从而实现对原 *+,-系统的随机混沌控制 (这
里采用非反馈的外部噪声控制法，利用白噪声达到

=>>)$/期 张 莹等：随机 +;:@;AEEAFG,7: HAF -;I系统的随机混沌控制



图 ! !"!［# $%#，# $&’］时，不同随机参数强度!时等价确定性系统（"(）的最大 )*+,-./0指数

混沌控制的目的 $
在系统（"(）中取外部激励项为 "（ #）1 $"（ #），

$"（ #）为噪声控制器 $则在添加噪声控制器后 2345
系统的等价确定性系统（"(）变为如下受控系统的
形式：

%·#（ #）6 7 "
( &#（ #）7 ’#（ #）1 %#（ #）

1 "（ #）1 $"（ #），

’·#（ #）6 (%#（ #）1 )( 7 (*—’#（ #）7 "
! (!’"（ #），

%·"（ #）6 7 "
( &"（ #）7 ’"（ #）1 %"（ #），

’·"（ #）6 (%"（ #）7 (*—’"（ #）

7 "
! (!［’#（ #）1 ’!（ #）］，

%·!（ #）6 7 "
( &!（ #）7 ’!（ #）1 %!（ #）， （"%）

’·!（ #）6 (%!（ #）7 (*—’!（ #）

7 "
! (!［’"（ #）1 ’(（ #）］，

%·(（ #）6 7 "
( &(（ #）7 ’(（ #）1 %(（ #），

’·(（ #）6 (%(（ #）7 (*— ’(（ #）

7 "
! (!［’!（ #）1 ’8（ #）］，

%·8（ #）6 7 "
( &8（ #）7 ’8（ #）1 %8（ #），

’·8（ #）6 (%8（ #）7 (*— ’8（ #）7 "
! (!’(（ #），

其中 $为噪声强度，"（ #）为与随机参数 *独立的高
斯白噪声，满足 +"（ #）6 #，+"（ #）"（ # 1#）6$（#），
其中$（#）为 9:;+<=9>?@+函数 $

!"#" 随机参数强度!$ %&%#时的随机混沌控制

首先将讨论在强度恒定的随机参数影响下，

2345系统的随机混沌控制问题 $根据 ( 节的分析，
受控系统（"%）参数选取如下：

) 6 #$A，*— 6 #$&，( 6 #$"，% 6 "$#，
!# 6 # $#，!" 6 # $A&"，! 6 #$#" $

当噪声强度 $ 6 #$ #时，从图 (可看出在没有噪声

&%%’ 物 理 学 报 ’%卷



参与的情况下响应 !"#是混沌的，其 $%&’()*+指数
为 ,-./ 0此时逐渐增加白噪声的强度，从受控系统
（.1）响应的 !"#的 $%&’()*+指数计算数据和图 2
可清楚看到，当 ! 增加到 , 0 ,,,1 时 $%&’()*+ 指数
已为负，响应被控制到有序状态 0

图 3 在受控系统（.1）中当 ! 4 ,0 , 时 !"#的相图（&）和 !"#
的 5*6)7&89截面（:）

随着噪声强度 ! 的继续增加，从图 2（:）中最大
$%&’()*+指数的规律变化可知，混沌和有序状态交
替出现，多次反复相互转变，随后才维持在某种有序

运动，最大 $%&’()*+ 指数趋于稳定 0分析知此过程
经历了四种周期态，从响应 !"#的时间历程图和相
图知它们分别为周期 2"（" 4 ;!<!）运动，见图 =（&）
和（:）；周期 3" 运动，见图 =（7）和（>）；周期 ;" 运
动，见图 =（?）和（@）；周期 ." 运动，见图 =（A）和（B）0
故选择不同的噪声强度 !，最初的随机混沌便可以
被控制到不同周期的轨道上，且随着噪声强度 ! 的
增加，可被控制到的有序状态的周期数递减 0从上面
的分析和数值模拟结果可以看出，采用噪声控制法

对 CDE5系统的等价确定性系统进行混沌控制是有
效的，也即实现了对 CDE5 系统（F）混沌态的控制 0

同时还出现了混沌和有序状态交替出现的现象 0

图 2 受控系统（.1）的最大 $%&’()*+ 指数图 （&）!!［,，

,-,.］；（:）!!［,，.］

!"#" 随机参数强度!的变化对 $%&’系统随机混
沌控制效果的影响

2-. 节讨论了" 4 ,0 ,. 时利用白噪声对 CDE5
系统进行控制的效果，显然 CDE5系统中随机参数
强度"是可变的，因而除研究随机参数强度恒定情
况下的随机混沌控制外，还需对随机参数变化的情

况进行相应的分析，从而更清楚地了解 CDE5系统
的混沌控制在随机参数影响下的特点 0本小节中系
统（.1）参数选取如下：

# 4 ,0G，$— 4 ,0F，% 4 ,0.，! 4 .0,，
&, 4 , 0,，&. 4 , 0GF.，

并取"4 ,0,.，"4 ,0,=和"4 ,0.为例，分析三者在
白噪声控制下最大 $%&’()*+指数的变化特点，如图
1 0由图 1可知，在白噪声作用下对不同的"，混沌态
都得到了控制，且随噪声强度的增大均出现混沌和

有序交替，最后 $%&’()*+ 指数趋于平稳的现象 0说
明对于随机参数强度的变化，用噪声控制法对混沌

进行控制是有效的 0

/11=.,期 张 莹等：随机 D*)B*?@@?8HE&) >?8 5*I系统的随机混沌控制



图 ! !取不同值时受控系统（"#）中响应 $%&的时间历程图和相图 （’），（(）! ) *+ ***#，周期 ,"；（-），

（.）! ) *+"!，周期 /"；（0），（1）! ) *+/2，周期 2"；（3），（4）! ) /+/，周期 ""

从图 #还可看出对于不同的随机参数强度其控
制过程有一定差别 +图 5 为图 # 在 !!［*，* + "］和

!!［* +26，* +,!］的局部放大 +图 5（’）表明，随机参
数的强度越大受控系统第一次进入有序状态所需的

*5#! 物 理 学 报 !#卷



图 ! 在 !!［"，#］时受控系统（#!）的最大 $%&’()*+指数图

噪声强度越大；图 ,（-）表明，经历了混沌与有序状
态的交替后进入稳定状态所需要的控制强度也随着

随机参数的强度增大而增大，即随机参数强度增大

控制点后移 .图 /给出第一次进入有序状态和最后
趋于稳定后某一噪声强度时的时间历程图和相图，

可见对不同的随机参数强度，被控制到周期态时其

运动状态相似 .

图 , 受控系统（#!）的最大 $%&’()*+ 指数图 （&）!!［"，

"0"#］；（-）!!［"01/，"023］

图 / 受控系统（#!）中响应 456的时间历程图和相图 （&）! 7 "."#；（-）! 7 ".3

#,!3#"期 张 莹等：随机 8*)9*:;;:<=>&) ?:< @*A系统的随机混沌控制



图 ! 受控系统（"#）的最大 $%&’()*+指数图 （&）!!［, -",，,-"!］；（.）!!［,-"/，,-0/］

图 !为图 # 在 !!［, - ",，, - "!］和 !!［, - "/，
,10/］的局部放大，分别为混沌与有序状态多次反复
相互转变过程中的周期和混沌区域 -可见随着随机
参数强度的增大，周期区域缩小混沌区域扩散 -此现
象存在于每一个交替的周期和混沌区域中 -

/ 1 结 论

本文讨论了具有有界随机参数的 2345系统的
随机混沌现象，并利用白噪声对其进行控制 -首先运
用 678.%978+多项式逼近法，将 2345系统转化为等
价确定性系统，则原系统的随机混沌控制问题转换

为等价确定性系统的混沌控制问题，继而可用

$%&’()*+指数指标来研究等价确定性系统的混沌现

象和混沌控制问题 -数值结果表明，2345系统和确
定性 345系统中的混沌行为极为相似，但在随机参
数的影响下，最大 $%&’()*+指数为正数的相应参数
区间发生了扩散现象，且扩散程度随着随机参数强

度的增加而增强 - 然后采用非反馈的噪声控制法对
2345系统的等价确定性系统取不同随机参数强度
的情况进行混沌控制，数值结果表明了其有效性，从

而实现了对 2345系统的随机混沌控制 -控制过程
中还出现了混沌和有序状态多次反复相互转变，随

后才维持在某种有序运动 -该现象在随机参数及其
强度的影响下也呈现出一些特点，即在控制过程中

随着随机参数强度的增大控制点后移，转变过程中

周期区域缩小混沌区域扩散 -
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