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采用对称约简的分析方法，得出了变系数 )*+,-./0123+43. 方程的抛物渐近自相似脉冲解析解的一般表达式 5给
出了二阶色散系数纵向双曲型变化和纵向指数型变化的色散渐减光纤中自相似脉冲的振幅、啁啾以及脉冲宽度的

具体形式，并与数值解进行了对比，其结果符合得很好 5从而证实了稀土元素掺杂的色散渐减光纤中，在增益色散

因子的影响下，脉冲的演化具有抛物型自相似特性 5
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! G 引 言

目前，采用高掺杂浓度、高增益的光纤产生高功

率、高能量的超短光脉冲已经成为光纤光学领域的

一个研究热点 5 自相似（EF?H1E*>*?3/，88）光脉冲是广

义 的 非 线 性 薛 定 谔 方 程（ 0F+F/3I*J+ +J+?*+F3/
8BC/K4*+0F/ FL.3I*J+，)928=）的一簇解，近十年才引

起光学领域的关注 5理论分析、数值模拟和实验研究

表明，自相似脉冲有三个显著特点［!—$］，其一，自相

似特性只由入射脉冲的能量和光纤参数决定，而与

初始脉冲的形状无关；其二，自相似脉冲在高功率传

播时，其形状不改变，具有抵御光波分裂的能力；其

三，自相似脉冲具有严格的线性啁啾，易于进行高效

的脉冲压缩，获得高功率、无基座的近似变换极限的

飞秒量级光脉冲 5因此自相似脉冲在光纤通信、非线

性光学、超快光学和瞬态光学等领域中具有非常广

泛的应用前景 5实验上主要研究了在纵向恒定分布

参数的增益光纤、光纤中的受激拉曼效应、色散渐减

光纤、光纤布拉格光栅以及光子晶体中产生自相似

脉冲的特性［&—!(］5理论上主要是基于在光纤正色散

区域带有增益的恒定系数或变系数的非线性薛定谔

方程（+J+?*+F3/ 8BC/K4*+0F/ FL.3I*J+，928=）的自相似

解的特性［!;—""］5 但是，这些研究都没有涉及光纤掺

杂元素的真实时间响应对脉冲演化的具体影响 5光
纤中，如果信号脉冲宽度 !% 小于掺杂元素偶极子

的弛豫时间 !"（!%"!"），则描述掺杂光纤中脉冲信

号的传输演化，应当采用布洛赫方程（M3@AF??1:?JBC
FL.3I*J+，M:=）［";］；而在 !% N !" 的条件下，应当采用

)*+,-./0123+43. 方程（)12=）5文献［";］在 !% N !" 的

条件下，给出了恒定系数的 )12= 的孤波解，没有给

出 )12= 自 相 似 条 件 下 的 解 析 解，变 系 数 条 件 下

)12=自相似解的研究也未见报道 5
本文考虑光纤掺杂元素弛豫时间的真实响应和

光纤变参数条件，求解了变系数 )12= 的自相似脉

冲演化的一般解析解 5在此基础上，讨论两种类型色

散渐减光纤中，由于正的二阶群速度色散和掺杂稀

土元素的弛豫时间的影响，其自相似脉冲存在的具

体参数条件以及啁啾特性，最后，将其分析结果与数

值模拟结果进行了对比 5

" 5抛物渐近自相似脉冲解析解

三价稀土元素掺杂光纤增益介质可以用二能级

系统的布洛赫方程进行处理 5如果信号脉冲脉宽 !%
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为皮秒量级，增益介质的荧光持续时间 !! 为毫秒

量级，而掺杂元素偶极子的弛豫时间 !" 为百飞秒

量级，忽略双光子吸收和损耗的条件下，则描述掺杂

光纤中的脉冲信号传输演化方程为简化的 #$%&［"’］

!!
!" ( )

"（"" ( )#!"
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其中，! 是脉冲包络的复振幅，"" *"（ "）是光纤的

二阶正常群速度色散（#,-），! * $ ."! " 为延迟时

间 /"" ( )#!"
" 称为“增益色散（01)2 3)45674)82，#-）”，

#!"
" 为增益色散因子，其物理意义是掺杂元素对信

号脉冲提供一种依赖于频率的增益效果；# 是掺杂

光纤的增益系数，!" 为掺杂元素偶极子的弛豫时

间；方程（!）较完整地描述了稀土元素掺杂光纤中自

相似抛物渐近脉冲的演化行为 /考虑增益系数 # *
#（ "），#,- 系数"" *"（ "）9 : 和非线性系数# *

#（ "）为演化距离 " 的函数的情况下，假设 #$%&（!）

具有下列形式的试探解［"，’］：

!（ "，!）* %（ "，!）6;5（)$（ "，!）），

$（ "，!）*%（ "）( &（ "）!" /
（"）

将方程（"）代入方程（!），并比较其实部和虚部，得到

振幅函数和相位函数的耦合方程
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为进一步分离变量，设
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其中，’: 是脉冲的初始能量，!5（ "）是脉冲演化的有

效宽度 / (（!）是脉冲演化的自相似振幅瞬时包络

函数，其与演化距离 " 和演化时间! 有关 / )（ "）与光

纤增益系数 #（ "）的关系为 )（ "）*"
"

:
#（ ">）3 "> /

%（ "）是脉冲演化的自相似相位补偿函数，&（ "）是

脉冲演化的啁啾因子 /

由方程（<），（=），注意到!!5（ "）
!!

* :，!!5（ "）
!" #

:，求出方程组（’）中的各阶导数如下：
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将以上各式代入方程组（’），得
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 ），
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以及
($)（ "）

"（ "）’()［’（ "" ）］
% %& * 其中" 是非线 性 系

数，(，) 和 * 是与光纤参数有关的待定系数 * 因为

方程组（-）是一个变系数的微分方程，所以，方程组

（-）第二式表明 ) 与 $ 存在一定的制约关系，则得

到脉冲演化的抛物振幅瞬时包络函数的形式为

%（$）% %&（# ! )$ $ *$"）#." * （/）

将方程（/）代入方程（0）得
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三价稀土元素掺杂光纤中，演化脉冲从增益介

质中不断获得能量，因而其振幅逐渐增大，所以将方

程（#&）与方程（0）比较，应当有

"(
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%
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则可以得到
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其中，+& % && .$)（&" ），是自相似脉冲的初始振幅，

$)（&）是自相似脉冲的初始有效宽度 *

!"#" 啁啾参数 !（ "）

在方程组（-）的第三式中，待定系数 * 是光纤

参数和演化距离 " 的函数，其函数形式为
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(
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其中，#（ "）$"
"$ +!"（ "）"（ "），"1 % 2"（ "）

2 " ，!1 %

2!（ "）
2 " ，#1 % 2#（ "）

2 " * ( 由方程（##）决定 *将方程（##）

和方程（#"）代入方程组（-）的第三式中，则可以得到

自相似脉冲的啁啾参数

!（ "）% ! "#+"
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方程（#3）不含有时间，只是光纤参数的函数，在

变系数的情况下，其是脉冲演化距离 " 的函数 * 由

此，再根据方程（4）可知，脉冲的啁啾是演化时间的

线性函数 *啁啾参数是自相似脉冲的一个重要特征

量，是自相似脉冲产生线性啁啾的必要条件 *

!"!" 脉冲的相位函数$（ "，$）和啁啾函数%5（ "，$）

由方程组（-）第一式、方程（##）和方程（#3），可

以得到自相似脉冲的相位补偿函数，
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则其相位函数为
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由方程（#0）可以得到自相似脉冲的啁啾函数为
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! ! !! !"（ "）# （$%）

方程（$%）表明，脉冲的啁啾不仅是光纤参数和脉冲

演化距离的函数，而且是脉冲演化时间的线性函数 #
线性啁啾是自相似脉冲在增益介质中传输获得高能

量、不会分裂的原因，也是自相似脉冲便于压缩获得

高功率输出的保证 #

!"#" 振 幅 瞬 时 包 络 函 数 #（ !）和 脉 冲 的 有 效 宽

度 !"（ "）

联立方程组（&）第二式和方程（’），可以得到

$ (
)%&!)

) ’
( * %&!)

)
! # （$+）

（$+）式表明，(" , %&) !)
)，反映了脉冲的演化特性

和掺杂光纤增益色散因子 &!)
) 的作用 # 将方程（$+）

代入方程（’）得

#（!）( #- $ ,
（ %&!)

) , (）’
( * %&![ ])

)
!{ })

$.)
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定义脉冲演化的有效宽度为

!"（ "）(
( * %&!)

)

（ %&!)
) , (）[ ]’

$.)

# （$&）

将方程（$$），（$)）和（$0）代入方程（$&），可以得

到脉冲演化的有效宽度 !"（ "）一般形式
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（&) !)

) ( , +!"()
)
- *!&) !)

) ))
-）

（!&) !)
) ))

- * +!"()
)
- , &) !)

) (）

（+!")
)
- , &) !)

)）) (
（!1& ,!&1）&) !)

) ))
- * )!) )2

-（0"1& , 0"&1 , &)
"

[ ]）

$.)

#（$’）

当 (#!))
-，有
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方程（$’）综合反映了增益光纤中自相似脉冲时

域宽度的演化特性 #从简化的方程（)-）可以看出，增

益色散因子 &!)
) 减小了自相似脉冲的时域宽度 # 即

一方面，自相似脉冲的时域宽度随演化距离 " 按指

数规律增加，另一方面，增益色散因子通过非线性效

应和自相位调制等有效地减小了脉冲的时域宽度，

这就是具有一定驰豫时间 !) 的掺杂元素构成的增

益介质能够维持自相似脉冲的一个物理机理 #
由 " ( -，!) ( -，得脉冲的时域初始有效宽度

!"（-） !) ( - (
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$.)

" ( -
#
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方程（)$）表明，首先，必须有"6 -；其次，脉冲

的初始宽度与入射信号脉冲的类型无关，仅仅由掺

杂光纤参数的初始取值和入射信号脉冲的能量决

定，这是自相似脉冲的重要特征之一 #此结论与文献

［0］相同 #

!"$" 脉冲的振幅函数 )（ "，!）

将方程（$/）代入方程（2），并考虑方程（$$）和方

程（$&），则可以得到脉冲演化的振幅函数 )（ "，!）

一般形式

)（ "，!）(
*% -

!"（-% ）
$ , !)

!)
"（ "[ ]）

$.)

34" $
)( )&"

( )- $ , !)

!)
"（ "[ ]）

$.)

34" $
)( )&" ! ! !! !"（ "）#

（))）

方程（))）表明，其一，演化脉冲的振幅形状是抛

物渐近自相似型的；其次，演化脉冲振幅随演化距离

按指数规律增大 #由于脉冲演化的有效宽度也是随

演化距离按指数规律增加（方程（)-）），因此，自相似

抛物渐近在演化过程中可以获得很高的能量 #
自相似脉冲的能量满足方程
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*7

,7
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由方程（)0）可以得到信号脉冲的入射能量与自相似

脉冲初始振幅 )- 的关系，即在 " ( - 时，有

+ 89 ( +（-）($
* !"（-）

, !"（-）
))

- $ , !)

!)
"（-( )） 5! ( 2

0 ))
- !"（-），

再由脉冲有效宽度的初始值 !"（-），可以得到

)- (
［"- &) * 0"-!& .!" , 0&!".!"］

0)!-"
)
- " ( -

+){ }89

$.+

#
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方程（)2）表明，光纤参数以及信号脉冲的入射能量
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决定了自相似脉冲的初始振幅 !! " 综合考虑方程

（#$），（%%）和（%$）可知，自相似脉冲的振幅随演化距

离持续增加，即其功率持续有效地增大，而且保持线

性的啁啾，使脉冲不发生分裂，这是自相似脉冲的重

要特性 "
综合方程（#&），（#’），（#(），（%%）和（%&）可以得

到抛物渐近自相似脉冲的振幅函数和相位函数的完

整描述 "
以上结论，在掺杂光纤是常数参数的条件下，如

果不考虑增益色散因子 "#%
%，其结果与文献［$］的相

关结论相同；但是方程（#&），（%!）和方程（%%）表明，

变系数 )*+, 存在自相似脉冲的理论解，而形成自

相似光脉冲的原因是真实掺杂元素光纤中色散!%、

非线性"与增益 " 以及增益色散 "#%
% 之间的制约关

系 "下面将上述解析解模型具体应用到色散渐减光

纤中，并与数值解进行对比 "

$ - 色散渐减光纤中自相似脉冲演化的

特征

!"#" 纵向距离指数型 ../

假设在稀土元素掺杂的色散渐减光纤（../）

中，二阶色散随演化距离指数纵向变化，即!（ $）0

!! 123（ 4#$），其中#5 ! 为常数，"（ $）0"!，"（ $）0
"，则有"6 0 !，"6 0 ! 和!6 0 4#!，由方程（#’）和

（#(）可以得到该情况下自相似脉冲演化的线性啁啾

函数

$7 0 4!%（ $，#）

!# 0
%"! "!%

!

8"! !%
!!! 123（4#$）4 "% #%

%
#

9 # 9! #3（ $）， （#’:）
即增益色散因子 "#% 增大了自相似脉冲的线性啁

啾 "脉冲有效宽度为

#3（ $） { [0
8"! !%

!!! 1
（"4#）$ 4（# ; 1"$）"% #%

%

8"! !%
!!! 1

（"4#）$ ;（# 4 1"$）"% # ]%
%

<
［8"! !%

!!! 14#$ 4 "% #%
%］%

%"!!! !%
!（$# ; "）

}"
#=%

< 123 #
%（" ;#）[ ]$ " （#(:）

初始有效宽度为

#3（!） {0
8"! !%

!!! 4 %"% #%
%

8"! !%
!!

[ ]
!

［8"! !%
!!! 4 "% #%

%］
%

%"!!! !%
!（$# ; "）

}"
#=%

，

可见，增益色散因子 "#% 减小了该情况下自相似脉

冲演化的有效宽度；在 #% 0 ! 以及#0 ! 的情况下，

#3（!）0
8!!

"
"!"% ，此结果与文献［$］的结论完全

相同 "

图 # 纵向指数型 ../ 的数值解与自相似解析解的对比 （:）

)*+, 自相似脉冲演化；（>）抛物自相似脉冲的形状对比；（7）抛物

自相似脉冲的啁啾对比

为了验证基于 )*+, 的色散渐减光纤中自相似

脉冲特性，我们数值求解了 )*+,（#），并将其与解析

解进行对比 "
设输入脉冲是一阶高斯脉冲，入射能量为 % ?@

0 ’! 3A，初 始 脉 冲 宽 度 为 #! 0 $B! CD，增 益 介 质

（../）的掺杂元素偶极子的弛豫时间 #% 0 $! CD，掺

($E’#! 期 冯 杰等：色散渐减光纤中 )?@F>GHI*+:@J:G 方程的自相似脉冲演化的解析解



杂光 纤 长 度 为 ! ! " #，光 纤 增 益 系 数 为 " !
$%&’ #( )，!$ ! ’*%$ + )$( & ,-*#( )，其色散渐减系数

"! $%)’，#! )$%$ + )$( & .( )#( ) /图 )（0）给出了二

阶色散指数纵向变化的 1234 自相似脉冲演化情

况，可以看出脉冲振幅和脉宽都随着传输距离的增

加而增大 /为了进一步证实演化脉冲是否具有自相

似特性，我们选取光纤长度 ! ! 5 # 时脉冲的波形，

如图 )（6）所示，其中实线是数值模拟结果，虚线是

解析式（*)）的解 /可以看出除了在脉冲前后沿附近

之外，脉冲时域强度（功率谱）的数值结果与解析解

符合得很好 /因为解析解有一定的演化范围，即 7 # 7
!#,（ $）———有效宽度 #,，超出这个范围，抛物自相

似脉冲的振幅为零，所以，解析解的强度在 7 # 7 8
#,（ $）的范围等于零；图 )（9）是脉冲的啁啾曲线，图

中显示，1234 的演化脉冲具有严格的线性啁啾（实

线）/但是，线性啁啾曲线的数值模拟与解析解只是

基本符合，原因是“对称约简的自相似方法”的解析

过程有一定的近似 /尽管如此，可以确定纵向变化的

色散渐减光纤中的 1234 具有抛物自相似解 /

!"#" 双曲线型 ::;

在稀土元素掺杂的双曲线型 ::; 中，假设有

#（ $）!#$，"（ $）! " 和!（ $）! !$

) <$$
，其中色散渐减

系数$ 8 $ 为 常 数，则#= ! $，"= ! $ 和!= !

( $!$

（) <$$）* /则由方程（)’）和（)>）可以得到 ::; 中

自相似脉冲演化的线性啁啾函数

%9 ! (!&（ $，#）

!# ! #$ "%*
$（) <$$）

?#$!$ %*
$ (（) <$$）"* #*

*
#

7 # 7! #,（ $）/ （)’6）

增益色散因子 "#* 也增大了自相似脉冲的线性

啁啾；而且，色散渐减系数$亦增大了啁啾参数 /在
色散渐减光纤中有 & !#$ %*

$ @A,（"$）"#$ %*
$，则脉冲

有效宽度可以简化为

#,（ $） {!
?#$!$ %*

$ ( *"* #*
*（) <$$）

?#$!$ %[ ]*
$

+
［?#$!$ %*

$ (（) <$$）"* #*
*］*

?$#$!$ "%*
$ < *#$!$ "* %*

$（) <$$
}

）

)B*

+ @A, )
*( )"$ / （)>6）

初始有效宽度为

#,（$） [!
?#$!$ %*

$ ( *"* #*
*

?#$!$ %( )*
$

+
（?#$!$ %*

$ ( "* #*
*）*

?$#$!$ "%*
$ < *#$!$ "* % ]*

$

)B*

$ ! $
，

图 * 双曲线型 ::; 的数值解与自相似解析解的对比 （0）12

34自相似脉冲演化；（6）抛物自相似脉冲的形状对比；（9）抛物

自相似脉冲的啁啾对比

可见，增益色散因子 "#* 也减小了脉冲的有效宽度；

在 #* ! $ 的情况下，#,（$）! )"#$!$ %*
$

&$" < "( )*

)B*

$ ! $
/ 有

趣的是，如果 ( ) C$ C $，而且 & 7$ 7 8 "，也可以生

产自相似脉冲 /$! $ 时，其结果与文献［&］的结论也

完全相同 /
在双曲线型变化的色散渐减光纤中，设入射一

$5"’ 物 理 学 报 ’? 卷



阶高斯脉冲的能量为 ! !" # $% &’，"( # %%( )*，"+ #
,( )*，# # - .，光纤增益系数为 $ # (/%, .0 $，!( #
,-(/( 1 $(0 , &*+.0 $，其色散渐减系数" # $/22，##
%/3 1 $(0 ,40 $.0 $ 5 图 +（6）给出了二阶色散双曲型

纵向变化的 789: 自相似脉冲演化情况；图+（;）是光

纤长度 # # + . 时脉冲的波形 5 其中实线是数值模

拟结果，虚线是解析式（+$）的解 5可以看出除了在脉

冲前后沿附近，数值结果与解析解也符合得很好 5
图 +（<）是脉冲的啁啾曲线，789: 的数值解的线性啁

啾（实线）与解析解（虚线）基本符合 5因此，可以确定

双曲线型变化的 ==> 中的 789: 也具有抛物自相

似解 5
我们注意到，首先，图 $ 和图 + 显示，789: 的数

值解与自相似解析解有一定的差异：纵向变化的色

散渐减光纤中，数值解与自相似解析解的脉冲形状

符合得非常好，但两者的脉冲线性啁啾变化有一定

的偏差 5而双曲线型变化的色散渐减光纤中，数值解

与自相似解析解的脉冲形状在脉冲中心范围符合得

非常好，而在前后沿有一定的偏差；但是，两者的脉

冲线性啁啾符合较好 5其次，图 $（<）和图 +（<）的啁

啾曲线出现了两个尖峰 5产生这些差异的主要原因

有：其一，自相似解析解有一定的近似，不是完全严

格意义的解析解，我们在方程（-）到方程（?）的假定

中，忽略了振幅瞬时包络函数的二阶导数项，它比一

阶导数项小一个量级；其二，数值解的参数没有达到

最佳的匹配选择，因为是光纤参数与入射脉冲的初

始能量共同决定了自相似脉冲的演化特性，也就是

说，光纤参数与入射脉冲的初始能量之间存在着一

定的制约关系；其三，特别是数值解的啁啾曲线在脉

冲前后沿附近出现了两个尖峰，这是一个非常重要

的现象，应当与掺杂光纤的增益带宽（$（ %）"+
+）内的

能量增益效应（$（ %））、正的二阶色散效应（ @!+）和

非线性效应（ABC）等因素有关，即由于掺杂光纤显

著的能量增益效果，脉冲从低振幅的“居间渐进演化

（!"DEF.EG!6DE 6*H.&DID!< EJIKLD!I"）”范围向大振幅的抛

物自相似（&6F6;IK!< &LK*E <IFE）范围演化，其过渡区

域的强度急剧变化，造成其啁啾完全偏离关于演化

时间 " 的线性甚至抛物型（二次方）的关系而产生

了“尖峰振荡”［+(］5 另外，入射脉冲的初始宽度对自

相似脉冲的演化特性也有影响［,］5 尽管如此，789:
的色散渐减光纤数值解与自相似解析解的一致性，

清楚 地 表 明：反 映 真 实 掺 杂 稀 土 元 素 增 益 光 纤

（==>）的变系数 789: 存在自相似脉冲解 5

3 5结 论

基于对称约简方法，在掺杂光纤放大器中考虑

正色散区域，信号脉冲宽度 "( 大于掺杂元素偶极

子的弛豫时间 "+ 的情况下，得到了变系数 789: 的

抛物渐近自相似脉冲解的振幅函数、相位函数、线性

啁啾函数和有效时域宽度 5用正 7M= 和增益色散因

子 $"+ 描述了色散系数指数型纵向变化和双曲型纵

向变化的色散渐减光纤中自相似抛物渐近脉冲的能

量放大特性和线性啁啾特性，通过数值解与解析解

的对比，证明了变系数 789: 描述的真实掺杂光纤

放大器中存在自相似脉冲解 5本文将为高掺杂浓度、

高增益的光纤放大器和光纤激光器的高能量、高功

率短脉冲实验研究提供了一定理论依据 5
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