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采用代数动力学规范变换方法，求出含时变电压源的介观 ()电路量子态随时间演化算符的精确解 *研究了介
观 ()电路的零状态响应问题，求出电荷与电流对输入电压信号的零状态响应的完全解，结果表明介观 ()电路系
统具有线性时不变特性，且电荷与电流的零状态响应与宏观 ()电路的结果相同 *
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7 > 引 言

随着对纳米器件研究的深入，电路和器件的尺

度已达到原子尺寸的量级［7］*当电路和器件的尺寸
与电子输运的相位相关长度相当时，必须考虑电路

和器件的量子效应，(450;?11［%］曾经提出有源 ()电路
的量子化方案 *近年来，介观电路的量子效应成为倍
受关注的研究课题，人们对无源介观电路中电荷与

电流的量子效应、外电源对介观电路系统量子态演

化的影响、外电源对电荷与电流期待值的影响、耗散

对量子效应的影响、电路之间的耦合等问题进行了

大量的研究［"—%$］*陈斌等人［%7］对介观 ()，@()电路
的量子效应及库仑阻塞现象进行了研究，得出外加

电压源的幅度必须是量子化的；嵇英华等人［%%，%"］研

究了脉冲信号宽度对介观 ()，@()电路量子态的影
响，结果表明要保持系统初始量子态（基态）不变，脉

冲信号的宽度必须是某个最小宽度的整数倍 *在这
些研究工作中未见到介观 ()电路系统电荷与电流
对任意时变电压信号源的零状态响应的完全解，本

文首先应用代数动力学规范变换方法［%’，%+］，求出在

任意时变电压信号源作用下介观 ()串联电路系统
量子态随时间演化算符的精确解，然后求出电荷与

电流对输入电压信号的零状态量子响应，结果表明

介观 ()电路系统仍是线性时不变系统，且介观 ()
电路与宏观集总参数 ()电路的电荷与电流对输入
激励电压信号的零状态响应相同 *

% > 含源介观 ()电路量子态的演化

在宏观集总参数 ()串联电路中，若 ! A $时，没
有电压信号源作用于电路，且电路已趋稳定 *从 ! B
$时刻开始，时变电压信号源 "（ !）B!（ !）#（ !）作用
于电路，其中 #（ !）为单位阶跃函数，则电路的基尔
霍夫回路方程和初始状态为

$%C D $"% % B "（ !）， （7）

%（$E）B $；%·（$E）B $， （%）

其中"% $& B 7，% 为电容所储电荷，与之共轭的量为

电感中的磁通 ’ B $ %·*（7）式满足（%）式的解是集总
参数 ()串联电路系统电荷对激励信号 "（ !）的零状
态响应!［ "（ !）］B %（ !）*由于宏观集总参数 ()电
路系统是线性时不变系统，因此该响应具有以下重

要性质［%#］：

!［ (7 "7（ !）D (% "（ !）］

B (7!［ "7（ !）］D (%!［ "%（ !）］， （"）

!［ "（ ! E !$）］B %（ ! E !$）* （’）

与运动方程（7）相对应，在时变电压信号源 "（ !）
作用下，量子化介观 ()串联电路系统的哈密顿算
符为

)F B 7
%$’
F % D 7

% $"% %F % E %F "（ !）， （+）

其中 %F和 ’F是电荷算符和磁通算符，满足［ %F，’F］B
0#*引入降算符 *F和升算符 *F D，则（+）式可表示为
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!! "!" "! #( )$
% ##!（ #）$! # ##（ #）$!，（&）

其中 $! "$
"%

%! # ’ $
&"

’( )! ，$! # "$
"%

%! ( ’ $
&"

’( )! ，"! "

$! # $!，#（ #）" ( $
"%$

(（ #），$" &""! )这些算符满足以

下对易关系：

［$!，$! #］" $，［"!，$!］" ( $!，［"!，$! #］" $! # )（*）
若 # " +(时，介观电路系统的量子态为 %（+(）〉，则

任意时刻系统的量子态 %（ #）〉可表示为

%（ #）〉" )!（ #）%（+(）〉， （,）

由薛定谔方程可得时间演化算符 )!（ #）满足：

’!!
)!（ #）
!# )! ($（ #）" !! ) （-）

（&）式的哈密顿量描述具有 *+（.）式代数结构的线
性非自治量子系统，可采用代数动力学规范变换方

法［%.，%/］求解方程（-），令

)!（ #）" 0,$（ #）0,%（ #） -" #( )$
% 0,1（ #）-$ # 0,.（ #）-$

，（$+）
其中 ,.（+(）" +（ . " $，⋯，.），将（$+）式代入（-）式得

,·$ # ,·% "! #( )$
% # 0,%

-"#( )$
% ,·1 $! # 0( ,%

-"#( )$
%

# 0,%
-"#( )$

% 0,1 $! #

,·. -$0
( ,1 -$#

0( ,%
-"#( )$

% " ( ’
!

!! )（$$）

由（*）式可得

0,1 -$ #

$! 0( ,1 -$ #

" $! ( ,1， （$%）

0,%
-" #( )$

% $! 0( ,%
-" #( )$

% " $! 0( ,%， （$1）

0,%
-" #( )$

% $! # 0( ,%
-" #( )$

% " $! # 0,% ) （$.）
将（&）和（$%）—（$.）式代入（$$）式得

,·$ # ,·% "! #( )$
% # ,·1 $! # 0,% # ,·.（$! 0( ,% ( ,1）

" ( ’" "! #( )$
% ( ’

!#
! $! # ( ’

!#
$!， （$/）

由（$/）式可得
,·$ ( ,1 ,·. " +， （$&）

,·% " ( ’"， （$*）

,·1 0
,% " ( ’

!#
!， （$,）

,·. 0
( ,% " ( ’

!#
) （$-）

（$&）—（$-）各式的解分别为 ,$ "&（ #），,% " ( ’"#，

,1 " /（ #），,. " ( /!（ #），其中

/（ #）" ( ’
!#

#

+(
#!（’）0’"’2’， （%+）

&（ #）" (#
#

+(

/（’）［ /!（’）］3 2’) （%$）

因此，时间演化算符 )!（ #）的精确解为

)!（ #）" 0&（ #）0(’"# -" #( )$
% 0/（ #）-$ #

0( /!（ #）$! ) （%%）

由于 0/-$ #

0( /! -$ " 0/-$ # ( /! -$ 0
$
%［ /-$ #
，( /! -$］
，所以有

)!（ #）" 0&# $
% /! / 0(’"# "! #( )$

% 0/-$ # ( /! -$ ) （%1）

由（%$）式容易证明&# $
% /! / " ’45&，所以有

)!（ #）" 0’45&0(’"# -" #( )$
% 0/-$ # ( /! -$ ) （%.）

由（%.）式，容易验证所求时间演化算符为幺正算符，

满足条件 )! #（ #）)!（ #）" $)

1 6 电荷电流的零状态响应

在输入电压信号源 (（ #）的激励下，电荷与电流
在量子态 %（ #）〉中的期待值为

%—（ #）"〈%（+(） )! #（ #）%!)!（ #）%（+(）〉，（%/）

0—（ #）" $
&〈%（+(） )! #（ #）’!)!（ #）%（+(）〉，（%&）

不妨将 %—（ #）和 0—（ #）理解为介观 78电路电荷与电
流对输入电压信号的响应 )在海森堡绘景中电荷与

电流算符表示为 %!（ #）" )! # %!)!和 0!（ #）" $
& )! # ’!)!，

由（%.）式得

%!（ #）" $
"%$

0(（ /-$ # ( /! -$）0’"# -" #( )$
% （$! # $! #）

9 0(’"# -" #( )$
% 0/-$ # ( /! $! ， （%*）

0!（ #）" ( ’"
"%$

0(（ /-$ # ( /! -$）0’"# -" #( )$
% （$! ( $! #）

9 0(’"# -" #( )$
% 0/-$ # ( /! -$

， （%,）
由（*）式可得

0(（ /-$ # ( /! -$）$! 0/-$ # ( /! -$ " $! # /， （%-）

0(（ /-$ # ( /! -$）$! # 0/-$ # ( /! -$ " $! # # /! ) （1+）
将（$1），（$.），（%-），（1+）式代入（%*）和（%,）式得

%!（ #）" $
"%

[
$
（$! # /）0(’" # #（$! # # /!）0’" ]# ，（1$）

0!（ #）" ( ’"
"%

[
$
（$! # /）0(’" # (（$! # # /!）0’" ]# )（1%）

将（1$）和（1%）式代入（%/）和（%&）式得电荷与电流响
应为
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!—（"）!!"! [#$ 〈"（%&） #’ "（%&）〉(( )$ $&)# ]" ，（**）
%—（"）!!"#! [+, 〈"（%&）#’ "（%&）〉(( )$ $&)# ]" -（*.）

（**）和（*.）式为任意初始状态下，介观 /0电路电荷
与电流对输入电压信号的响应 -

以 &〉（ & ! %，1，"，⋯）表示 ’’ 属于本征值 & 的
本征态，由于时变电压信号从 " ! %时刻起作用于系
统，此前系统已稳定，因此不妨认为系统的初始量子

态 "（%&）〉! %〉，由（**），（*.）和（"%）式得介观 /0
电路电荷与电流对输入电压信号 (（ "）的零状态响
应为

!—（ "）! 1
)#"

"

%&
(（$）2)3#（ " &$）4$， （*5）

%—（ "）! 1
)"

"

%&
(（$）672#（ " &$）4$- （*8）

由于 *’（ "）为幺正算符，因此由（*1）和（*"）式可得电
荷平方、电流平方算符在海森堡绘景中的表示：

!’ "（ "）! 1
"!

[" #’ " ( "$#’ ( $( )" $&)"# "

( （#’ (）" ( "$# #’ ( (（$#）( )" $)"# "

( "’’ ( 1 ( "$# #’ ( "$#’ ( ( " $ ]" ，（*9）
%’ "（ "）! &#"

"!
[" #’ " ( "$#’ ( $( )" $&)"# "

( （#’ (）" ( "$# #’ ( (（$#）( )" $)"# "

& "’’ & 1 & "$# #’ & "$#’ ( & " $ ]" -（*:）

由（*1）和（*"）式、（*9）和（*:）式容易求出与电荷、电
流的零状态响应相对应的电荷、电流的量子涨落：

!!’（ "）( )" ! %")#
， （*;）

!%’（ "( )） " !%#") - （.%）

.< 结果讨论

显见，由（*5）和（*8）式所给出的介观 /0电路电
荷与电流的零状态响应具有如（*）式所示的叠加性
与均匀性，也具有如（.）式所示的时不变性，因此介
观 /0电路系统是量子线性时不变系统 -由（*5）式和
（*8）式还可见，系统在 " 时刻的响应只与此前的输
入电压信号及电路参数有关，与 " 时刻以后的激励
信号无关，因此介观 /0 电路系统还是量子因果

系统 -
由（1）和（"）式容易求出宏观集总参数 /0电路

电荷与电流函数的拉普拉斯变换：

!［!（ "）］! 1
)#

#
+" (#"!［ (（ "）］， （.1）

!［ %（ "）］! 1
)

+
+" (#"!［ (（ "）］， （."）

因此，宏观集总参数 /0电路电荷与电流对输入电
压信号的响应为

!（ "）! 1
)#

(（ "）$［,（ "）2)3#"］， （.*）

%（ "）! 1
) (（ "）$［,（ "）672#"］， （..）

式中$代表卷积 -由于（*5）和（*8）式分别与（.*）和
（..）式相同，这表明介观 /0电路与宏观集总参数
/0电路的电荷与电流对输入电压信号的零状态响
应相同，所不同的是介观 /0电路的电荷与电流零
状态响应存在一定的涨落 -（*;）和（.%）式表明涨落
是恒定的，与输入的电压信号无关，这是介观 /0电
路与宏观 /0电路的本质区别 -
由（**），（*.），（*9）和（*:）式可见，若介观 /0电

路初始的量子态为 &〉，电荷与电流对输入电压信
号的响应仍是（*5）和（*8）两式，只是电荷与电流的
涨落分别扩大了（"& ( 1）倍，因此只有将介观 /0电
路系统的初始量子态控制在基态 %〉，才能使涨落
的影响减到最小 -
本文的（""）和（".）式还给出了含时变源介观

/0电路系统量子态随时间演化算符的精确解，由该
解可方便地对上述结果进行物理上的诠释 -当系统
的初始量子态 "（%&）〉! %〉时，由（".）式可求得系
统任意时刻的状态为

"（ "）〉! $)+,&$&)#" ’’ (( )1
" $〉， （.5）

其中 $〉! $$-# ( & $# -# %〉为有源介观 /0电路系统的
相干态 -经过计算可得

〈!"（ "）〉 " ! !
!"

$&!
"

!&!"! $ 672（#"&=>?$[ ]） "

-（.8）

因此在时变电压源作用下，介观 /0电路系统具有 !
电荷量的概率是一个运动的 @=A22波包，该波包的
不确定度最小，波包不扩散，波包的中心电量为

!6 ! !"!
$ 672（#" & =>?$）! !"!

#$（$$&)# "），（.9）

此式表明波包的中心电量与宏观 /0电路的电荷响
应相同 -
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