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研究了一个强非线性发展方程 + 利用同伦映射方法，首先构造了相应的同伦变换；其次选取了适当的初始近

似；再用迭代方法得到了孤波的任意次精度的近似解 +
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! F 引 言

非线性孤波解是非线性发展方程的一个很重要

的研究方面 + 当今提出了许多新方法，例如双曲正

切函数法［!］、齐次平衡法［"］、G9E<H: 椭圆函数展 开

法［%］、辅助方程法［#］等 + 近来许多学者，例如在激

波［/，,］、光波散射［)］、量子力学［0］、大气物理［*］、神经

网络［!&］等方面都作了一些孤波理论方面的研究 + 非

线性孤波理论的定量和定性各种方法也不断地被改

进 + 孤波扰动理论的渐近方法就是孤波理论的一种

新的研究方法 + 其要点是用扰动理论的渐近展开式

将非线性方程转化为易求解的方程来处理 + 这类方

法完全摆脱了对逆散射变换所依赖的直接方法 + 同

伦映射方法［!!，!"］就是属于一类新方法 + 本方法的优

点在于思路简明，计算简单，并可得到解的较高近似

度 + 本文就是利用同伦映射方法来求解强非线性发

展方程，得到孤波近似解析解 +
近来，许多学者研究了非线性问题的近似理

论［!%—!,］+ 近似方法不断被发展和优化 + 包括伸长变

量法，平均法、边界层法、匹配渐近展开法和多重尺

度法等 + 莫嘉琪等也利用一些渐近方法来研究一类

反应扩散问题、大气物理问题、生态环境问题、流行

性传染病问题、激波问题和激光脉冲问题等［!)—")］+

本文首先构造一个特殊的同伦映射变换，然后进行

迭代计算，最后得到相应强非线性发展方程的孤波

的任意次精度的近似解 +

" F 强非线性发展方程与同伦映射

考虑如下 "! I ! 次非线性发展方程［"0］：
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其中系数 %，& 和 ’ 为正常数 +
对应于方程（!）当 ’ K & 时的情形为
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由文献［"*］知，方程（"）具有如下单孤波解：
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其中 $&，!（!
" M !）为任意常数，它们可由原问题的

具体条件来确定 +
为了得到方程（!）的近似解，引入一组同伦映

射［!!，!"］)（ (，*）：+ N ,#+：
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其中 + K（ J O，I O），, K［&，!］，而线性算子 - 为
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且 & 为待定函数，将在下面确定 %
显然，由（&）式，’（"，’）! ( 与方程（’）相同 % 故

方程（’）的解 "（$，#）就是 ’（ "，(）! ( 的解当 (!’
的情形 %

) * 孤波近似解的计算

令
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考虑到（,）式，由（&）式，比较方程 ’（ "，(）! (
关于 ( 的同次幂的系数 % 由 ’（ "，(）! ( 关于 ( 的

零次幂的系数得
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现选定函数 & 为 * % 于是由（-），（$），（)）式，

可以得到
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在 ’（"，(）! ( 中，关于 ( 的一次幂的系数得
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即
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其中 "( 由关系式（3）表示 % 于是由 56789:8 变换法，

方程（4）在零初值的情况下的解为
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在 ’（"，(）! ( 中，关于 ( 的二次幂的系数得
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于是方程（’’）在零初值的情况下的解为
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再由关系式（,），（3），（’(），（’"）及同伦映射

理论，我 们 便 得 到 发 展 方 程（’）孤 波 解 的 二 次 近

似式：
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其中 "(，"’ 分别由（3），（’(）式表示 %
继续用相同的方法，还能得到非线性发展方程

（’）孤波解的更高次近似 %

& * 孤波近似解的精度比较

为了说明用上述同伦映射方法得到的近似解的

精度 % 现在来考察发展方程（’）中的 , 是小参数的

情形 %
首先，我们把由同伦映射方法得到的近似解

（’)）式表示为
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下面用摄动方法来构造方程（’）的渐近解 "— % 设
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将上述代入方程（!）" 利用摄动方法，可以依次

地求得
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由两种方法得到方程（!）的近似解（!,）和（!7），

它们有相同的近似度 "因此可以看出，用同伦方法得

到的强非线性发展方程（!）孤波近似解具有很好的

精度 "

7 8 结 论

同伦映射方法是一种解析的求解方法，并且方

法简单可行 " 它不同于一般的数值模拟方法 " 用同

伦映射方法得到的近似式还能进一步进行解析运

算 " 事实上，非线性发展方程（!）孤波解的同伦映射

方法，提供了一个构造任意次精度的孤波近似解 "
它可以进一步通过解析运算，并从定量的角度来研

究有关孤波的其他定性性态 "
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