
相对转动非线性动力学方程的稳定性及在一类

非线性弹性系数下的解!

孟 宗! 刘 彬
（燕山大学电气工程学院，秦皇岛 "##""$）

（%""&年 %月 ’(日收到；%""&年 )月 ’#日收到修改稿）

建立一类含非线性弹性力的二端面转轴相对转动非线性动力学方程 *对相对转动非线性自治方程进行定性分
析，研究方程的稳定性 *用参数变换法求得相对转动非线性非自治方程在强迫激励下的高次近似解 *

关键词：相对转动，非线性动力学方程，非线性弹性系数，稳定性

!"##：")$"+，")’)，")%"

!国家十五重大科技攻关项目（批准号：,,"%-’).-"%-")-’）资助的课题 *

! /-0123：045678567* 9:7* ;<

’ = 引 言

在研究转动运动和转动力学过程中，.9<>?66@<
和 AB179<:@BC［’］通过对 ’$ 种核子的自旋转速的测
量，发现各核子的自旋转速均有一最大值，且各不相

同，为了解释这一实验现象，D1B0932［%，)］提出了转动
相对论力学的理论，罗绍凯［$—#］提出了转动系统的

相对论性分析力学理论，并构造出转动相对论的

E1023?@<系统的积分变量，转动相对论理论的研究
日趋活跃并受到学术界的广泛重视 *近年来相对论
分析力学和转动相对论分析力学的研究发展了相对

论力学［&—(］*转动相对论在 .2BFG@CC系统动力学基本
理论、通用性积分复杂动力学方程问题、对称性理

论、积分的场理论、代数结构、几何结构、非完整系统

的对称性与守恒量等研究领域取得了成果［’"—)#］*基
于相对性原理，建立了圆柱体任意两截面间的相对

转动动力学方程并进行了定性和定量分析［)&—$%］*
相对转动系统包含许多非线性因素，一些常见

的现象（如失稳性、分岔、混沌等），应用线性模型无

法分析与描述 *本文基于分析力学中具有耗散项的
广义 H1>B1<>9方程，建立了非线性相对转动动力学
方程，研究了一类含非线性弹性力的相对转动自治

系统的稳定性，给出了含非线性弹性力的相对转动

非自治系统的近似解 *

% = 非线性相对转动动力学方程

对于圆柱体弹性转轴相对转动系统，设 ! 为圆
柱体任意两个横截面的转动惯量，" 为扭转刚度，

!’ 和!% 分别为两个横截面的转角，#’ 和 #% 分别

为两个横截面的外加力矩 *
类似于文献［)&］的推导过程，二端面转轴相对

转动系统的动能为
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与文献［)&］中不同，在系统中取非线性阻尼力
形式，即阻尼力为相对转速差的任意函数形式，表

示为
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其中 &（!
·

’ K!
·

%）为相对转速差的任意函数 *
将（)）和（$）式代入动力学普遍方程
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其中 !"（ " ! "，#）为广义坐标，# 为自由度数目，$ 为
作用力数目 $广义力（广义力矩）为
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将（&），（’）式代入（%）式得本系统的广义力（广
义力矩）为
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将（+），（,）式代入拉格朗日方程
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对于相对转动动力系统，在工程中最关心相对

转角的变化，（""）式减去（"#）式得
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在（"’）式中，令
/ !!" *!#，
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得

// ("#
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式中 )（/·）表示广义非线性阻尼力，为相对转速 /·的
任意函数，0（ *）为外干扰力或称为外激励 $
（"1）式是描述二端面转轴相对转动的非线性动

力学方程，是工程中描述转动动力传输性态的基本

方程，为进一步确定转动系统的动力学特性奠定了

基础，有必要对此方程进行定性与定量分析 $

& 2 非线性相对转动自治方程定性分析

在（"1）式中，考虑实际工程物理结构存在非线
性弹性力，研究非线性相对转动系统的稳定性 $
令

#)（/·）! 1/·( 2/&， （"0）
将（"0）式代入（"1）式，得二端面转轴相对转动系统
的非线性动力学方程的非自治方程
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取 0（ *）! .，得二端面转轴相对转动系统的非
线性动力学方程的自治方程
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（"+）式的等价形式为
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定理 ! （3）当 1 4 .时，方程（",）的零解是稳定
的；（33）当 1 4 .，2 4 .时，零解是渐近稳定的 $
证明 显然奇点 4（.，.）是方程（",）的唯一平

衡点 $
构造李雅普诺夫函数
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5（/，3）为正定函数，
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由于 * 2/& 3 为高次项，不影响函数-5
- * 作为常负函

数（或常正函数），当 1 4 . 时，函数-5
- *是常负的，所

以零解稳定 $
-5
- * ! .只在 / 轴上发生，但是
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在 / 轴上（不包括原点），当 2 4 .时，
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所以零解是渐近稳定的 $
定理 ! 当 # % # % &!# 时，奇点 $（#，#）为方程

（’(）的稳定焦点 $
证明 方程（’(）写成如下形式：

!·" %’’ ! ) %’& & )"’（!，&），

&·" %&’ ! ) %&& & )"&（!，&），
其中"’ 和"& 表示 ! 和 & 的二次以上的项 $
方程（’*）关于 ! 和 & 的雅可比矩阵! 为

! "
%’’ %’&

%&’ %[ ]
&&

"
# ’

+!&
# +[ ]# $

矩阵 ! 的本征值决定奇点的类型，将 ! 的本
征方程展开，得
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方程（’(）的本征值为
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当 # % # % &!# 时，#’，&为具有负实部的共轭复

根，奇点 $（#，#）为方程（’(）的稳定焦点 $

. / 非自治方程在强迫激励下的近似解

相对转动系统的非线性动力学方程的非自治方

程（’0）中，设 (（ "）为外加强迫激励，设 (（ "）"
)123!" "!*123!"，对非线性项冠以小参数$，（’0）
式化为

!4 )!&
# ! )$#!·)$+!5 "$*123!" $ （&&）

令%"!"，将上式代入（&&）式，得
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其中“7”表示对%求导 $
将 ! 和!展开成幂级数
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将（&.）和（&8）式代入（&5）式，令方程左右两端$同
次幂的系数相等，得
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（&9）式第一方程的通解为
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将（&0）式代入（&9）式第二方程得
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消去久期项，令
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通过（&(）式和（5#）式消去未知量&，得
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（&9）式第二方程的通解为
!’（%）" %’ 123（% )&）$ （5.）

同理，将（&0）式和（5.）式代入（&9）式第三方程
可求得第三方程的通解 !&（%），依此类推，根据精度
要求，可求出满足所需精度的高次近似解 $

8 / 结 论

本文建立了一类含非线性弹性力的二端面转轴

相对转动的非线性动力学方程，分析了自治系统的

稳定性，证明了在一定条件下奇点 $（#，#）是稳定焦
点 $用参数变换法求得相对转动非自治系统在强迫
激励下的高次近似解 $
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