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建立了电容耦合本征约瑟夫森结阵列在电路仿真软件 ()*+,-中的模型，利用这个模型对恒定电流驱动下的本
征约瑟夫森结阵列进行了仿真研究 .通过与不存在电容耦合的本征约瑟夫森结的时域波形、频谱、分维和相图等结
果的对比，发现了本征约瑟夫森结阵列中的混沌行为 .这一发现对于本征约瑟夫森结的理论和应用研究有重要的
意义 .

关键词：本征约瑟夫森结阵列，混沌行为，()*+,-
!’((：#/0/，$0/#，1%&#2

!国家重点基础研究发展计划（’$"）项目（批准号：&##1341#%##1）、国家高技术研究发展计划（51"）新材料领域（批准号：&##166#"7&%"）、高

等学校博士学科点专项科研基金（批准号：&##/##//#&5）和天津市电子薄膜器件与技术重点实验室资助的课题 .

! 通信联系人 . 89:;+<：=>?@ABCDEF;BCC. ,C:. ,=

% G 引 言

作为一种高度非线性器件，约瑟夫森结及其相

关电路中存在复杂的混沌行为 .由于混沌在保密、通
信、电子和电路等领域都具有重要的研究和应用价

值［%—/］，再加上约瑟夫森结型器件具有低噪声、低功

耗、高工作频率等独特的优点，约瑟夫森结及相关电

路中的混沌行为受到了广泛的关注［1—’］. &##%年，王
震宇等［%#］利用数值方法研究了一种直流偏置的与

!"#谐振器耦合的约瑟夫森结动力学行为，他们发
现了周期三与混沌共存的动力学现象，并给出了相

应的混沌吸引子和吸引域的几何结构 . &##" 年，杜
浩晨等［%%］研究了存在外加磁场情况下一维平行约

瑟夫森结阵列的磁通动力行为，在约瑟夫森结处于

欠阻尼的情况下，观察到了分岔和混沌现象，并利用

一种延迟反馈机理实现了混沌的控制 . &##0 年，
H,B+I;等［%&］报道了一种由五个约瑟夫森弱连接结
构成的四端超导器件（约瑟夫森四极管），通过分岔

图、三维吸引子和庞加莱截面确认了它可以产生混

沌信号，可用于数百 JKA的随机信号的产生 .目前
对于约瑟夫森结混沌行为及其应用的研究还不够深

入和系统，而且多采用编写程序进行数值分析的方

法 .编写程序进行混沌研究时，首先需要写出系统的
微分方程或方程组并对参数进行归一化处理，然后

按照一定的算法（比如 )+:*LC=9MD=@-N9OD?;法）编写
程序求解 .显然这种研究方法效率很低，因为，第一，
对于不同的电路系统都要重新编写或者修改程序；

第二，对于复杂的电路系统，微分方程或者方程组的

形式会十分复杂，人工处理十分繁复；第三，不能给

出形象直观的计算结果 .众所周知，()*+,-是分析和
模拟各种线性和非线性电路的有力工具［%"，%0］，可以

采用图形输入方式，操作界面方便直观，修改参数或

者改变电路结构十分方便；分析功能强，可以方便地

求出电路各种变量的动态特性；具有丰富的曲线显

示功能，可以把各种分析的结果和数据用曲线直观

地显示出来；而且自身带有各种常用的分析工具，比

如快速傅里叶变换、参数扫描和自动优化等 .如果能
够利用这个软件对约瑟夫森结及相关电路进行仿真

研究，就可以大大提高工作效率 .我们利用这个软件
对本征约瑟夫森结阵列中的混沌行为进行了研究 .
本征约瑟夫森结是利用高温超导体的天然层状

结构制备出来的，由于本征约瑟夫森结的超导电极

很薄（约 #G" =:），所以相邻的两个本征约瑟夫森结
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之间存在电容耦合［!"—!#］$在存在电容耦合的情况
下，一个约瑟夫森结两侧超导电子的相位差不再单

纯地受其两端电压的影响，而是同时受到相邻约瑟

夫森结电压的影响，这可能导致新的现象出现，对此

进行研究在理论上和应用上都有重要的意义 $我们
在电路仿真软件 %&’()*中建立了电容耦合的本征约
瑟夫森结阵列的电路模型，并进行了仿真研究，发现

了在恒定电流驱动下本征约瑟夫森结阵列会出现时

空混沌行为 $

图 ! 电容耦合的本征约瑟夫森结阵列的 %&’()*电路模型

+, 电路模型

当存在电容耦合时，本征约瑟夫森结阵列中的

一个约瑟夫森结的超导电子相位差由

!
+!
!
!""! - #$ .#（+#$ / #$/! / #$.!） （!）

描述［!#］，式中"$ 代表阵列中第 $ 个约瑟夫森结的超
导电子相位差，#$ 代表其两端的电压，#为耦合系
数，#$ . !和 #$ / !分别为相邻两个约瑟夫森结的电压 $
由方程（!）可以明显看出，阵列中的约瑟夫森结阵列
会受到相邻约瑟夫森结电压的影响 $在考虑到约瑟
夫森结的正常态电阻和寄生电容之后，恒定电流驱

动下的本征约瑟夫森结阵列中的一个约瑟夫森结的

方程可以写为

!+

!"+"$ - %
%&

/$)
!
!""$ / 0(1"$

.#（0(1"$.! . 0(1"$/! / +0(1"$），（+）

式中，% 和 %) 分别为外加的恒定电流和约瑟夫森结

的临界电流，$) 为约瑟夫森结的 2)3456*7参数 $由

方程（+）可知，对于一个存在 !8个结的本征约瑟夫
森结阵列就需要 !8个这样的方程来描述，人工编程
求解困难，效率低下 $
我们知道，对于单一的一个约瑟夫森结而言，其

电流与电压关系可以表示为

% - %) 0(1
9"!
’!#: " ."( )8 $ （;）

根据方程（;），我们已经建立了理想约瑟夫森结在的
电路仿真软件 %&’()*中的模型并证明了它的正确性
和实用性［!<］，在这个模型的基础上，根据（!）式，我
们构建出了存在电容耦合的本征约瑟夫森结阵列的

电路模型，如图 !所示 $图 !包含 "个 =3&>模型的
约瑟夫森结，分别由 ?@ABC(，&?@(，CD?@(，C%EFG(，

)(，*(，B%EFG(（ ( - !，⋯，"）构成，它们串联在一起

形成本征约瑟夫森结阵列 $ DH2 (（ ( - !，⋯，"）用于
实现约瑟夫森结之间的耦合，其输出表达式为

（/# I #（J ?@!）.（! . + I#）I #（J ?@+）

/# I #（J ?@;））K!,8， （9）
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式中，!为电容耦合系数，!（! "#$）代表约瑟夫森结

自身的电压，而 !（! "#%）和 &（!"#’）代表相邻两个

约瑟夫森的电压 (可以看出这个表达式和方程（%）右
侧的表达式一致，可以实现约瑟夫森结之间的耦合 (
模型建立过程中，使用了周期性边界条件，即第

%个约瑟夫森结和第 ) 个约瑟夫森结之间存在耦
合 ( )个约瑟夫森结的特性完全一致，临界电流为
*+% ,-，正常态电阻 *+.../!，寄生电容 ) 01，对应的
2345,678参数"3 为 *+’，对于本征约瑟夫森结而
言，一般有"3!%，在实际应用和分析计算中经常通
过并联适当的电阻来减小"3

［%9］；耦合系数!: *+) (
仿真时使用理想的电流源（ "%）来驱动约瑟夫森结阵
列，采用瞬态分析的方法观察每个约瑟夫森结两端

的电压以及总电压 (

’ + 仿真结果及讨论

图 $ 给出的是阵列在恒定电流驱动下得到的
";!特性曲线，其中电压值是对 )个约瑟夫森结电压
值求和，然后对时间取平均得到的 (可以看出曲线不
是十分光滑，存在畸变，然而这并不是仿真精度不高

或仿真时间太短造成的 (事实上，我们曾尽量提高仿
真精度和延长仿真时间，但是都不能得到光滑的 ";!
特性曲线，这在一定程度上预示了混沌的存在 (为了
进行对比，图 ’中给出了其他参数不变，而耦合系数

!: * 时的 ";! 特性曲线 (可以看出，不存在耦合时
得到的 ";! 特性曲线与存在耦合时的情况不同，曲
线十分光滑 (

图 $ # : *+.../!，$ : ) 01，"3 : *+’，!: *+)时得到的 ";! 特

性曲线

由图 $可看出当直流驱动电流在 *+%$) ,-左
右时，";! 特性存在很大的畸变，于是我们在这个电

图 ’ # : *+.../!，$ : ) 01，"3 : *+’，!: *时得到的 ";!特性

曲线

流值下对阵列的行为进行了深入的研究 (图 .给出
的是 "% : *+%$) ,-时阵列的总电压（*）和每个约瑟

夫森结两端电压（%—)）随时间变化的曲线，为了方
便对比，在图 )给出了没有耦合时的情况 (
通过对比可以看出，存在耦合的约瑟夫森结阵

列的总电压波形呈现随机特性，每个约瑟夫森结两

端的电压也是非周期的，虽然约瑟夫森结的特性完

全一致，但是其两端电压波形并不相同，这是由于约

瑟夫森结之间存在耦合造成的，而且波形具有长期

不可预测性 (而不存在耦合的约瑟夫森结阵列的总
电压和每个约瑟夫森结两端的电压都是严格周期

的，而且每个约瑟夫森结的电压波形完全一致，总电

压为单个约瑟夫森结电压的 )倍 (图 /和图 <给出
的是对两种情况下的总电压做傅里叶变换得到的结

果，可以明显看出存在耦合时总电压的频谱是连续

的，符合了混沌行为的基本特征 (而不存在耦合时频
谱是分立的，符合周期解的特征 (
为了进一步证实混沌行为的存在，我们又利用

2=>?=6计算了两种情况下总电压时域波形的分维，
图 @和图 9给出了计算的结果 (可以看出在存在耦
合的情况下，得到的曲线在一定范围内具有较好的

线性关系，满足标度不变性，而在不存在耦合的情况

下，得到结果曲线不具有好的线性关系，存在很大的

周期波动 (当然图 @所示的曲线（规定范围内）也并
不是严格线性，也存在一定的波动（很小），这是由于

信号频谱的主峰特性造成的，即它也存在一定的周

期性 (
图 %*和图 %%给出了两种情况下利用第五个约

瑟夫森结两端电压和流过 $) 的电流绘制的相图，

可以看出存在耦合时，轨迹在相平面内永不重复的

9*’/%%期 周铁戈等：本征约瑟夫森结阵列的 AB0C37模型及混沌行为研究



图 ! 存在耦合、!" # $%"&’ ()时，各个约瑟夫森结电压以及总电压随时间的变化曲线

图 ’ 不存在耦合、!" # $%"&’ ()时，各个约瑟夫森结电压以及总电压随时间的变化曲线

运动，符合混沌行为的特征 *还可以看出相图存在一
大一小两个漩涡，分别对应了约瑟夫森结处于的两

种状态，旋转态和振动态［"’］，约瑟夫森结在这两种

状态随机转换便形成了图 "$ 所示的相图 *而图 ""

中的相轨迹形成一个闭环，反应了周期解的特性，不

存在混沌行为 *
通过以上的对比我们可以得出，当存在电容耦

合时本征约瑟夫森结阵列中确实会出现时域上的混

$"+, 物 理 学 报 ’,卷



图 ! 对图 "中总电压（存在耦合）做傅里叶变换得到的频谱图

图 # 对图 $中总电压（不存在耦合）做傅里叶变换得到的频谱图

图 % 对图 "中总电压的时域波形做分维计算得到的结果

沌行为 &然而，我们所研究的电路结构是存在相邻耦
合的多个约瑟夫森结的串联，描述它的微分方程是

具有耦合的常微分方程形式，这样一旦出现混沌行

为将是时空混沌 &因此，我们又对系统的时空混沌行
为进行了仿真，为了提高空间分辨率，我们使用了含

有 $’个约瑟夫森结的串联阵列（除了个数以外，其
他参数均与前面一致，并使用同样的周期性边界条

图 ( 对图 $中总电压的时域波形做分维计算得到的结果

图 )’ 存在耦合时利用第五个约瑟夫森结绘制的相图（横轴表

示约瑟夫森结两端电压，纵轴表示流过电容的电流）

图 )) 不存在耦合时利用第五个约瑟夫森结绘制的相图（横轴

表示约瑟夫森结两端电压，纵轴表示流过电容的电流）

件）&图 )*给出了不同序号的约瑟夫森结两端电压
随时间变化的真结果，可以看出确实存在时空混沌

行为 &为进行对比，图 )+中给出了没有耦合（不存在
混沌）时的时空行为发展图 &
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图 !" 耦合系数为 #$%时的时空行为发展图

图 !& 耦合系数为 #时的时空行为发展图

图 !’ 时间在 ($##%% )*时处于不同位置约瑟夫森结的电压

为了清楚地显示约瑟夫森结阵列在空间上也存

在混沌，图 !’和图 !%给出了耦合系数为 #$%（存在
混沌）时同一时刻、不同序号约瑟夫逊结的电压波

形，其中图 !’对应的时刻是 ($##%% )*，图 !%对应的
时刻是 ($&&#’ )*+从这两幅图可以看出电压随约瑟
夫森结序号变化时的随机特性，为了进一步检验序

列的随机特性，图 !,和图 !- 分别给出了这两个时
刻的 !（ " . !）/!（ "）映像（ " 为约瑟夫森结的序
号），即以 !（"）作为横轴、!（" . !）作为纵轴绘图 +

图 !% 时间在 ($&&#’ )*时处于不同位置约瑟夫森结的电压

图 !, 时间在 ($##%% )*时的 !（" . !）/!（"）映像，" 为约瑟夫
森结的序号

图 !- 时间在 ($&&#’ )*时的 !（" . !）/!（"）映像，" 为约瑟夫
森结的序号

从 !（" . !）/!（ "）映像可以看出，点多分布在
#$##0 12—#$#& 12的电压区间内，但是其分布具有
较强的随机性，说明了相邻约瑟夫森结的电压之间

的相关性很差，反映了电容耦合本征约瑟夫森结阵

列空间混沌的特性 +
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我们又改变直流驱动电流的大小进行的仿真，

结果表明只有在一定的电流范围内才能观察到明显

的混沌行为 ! 图 "# 给出的是我们取不同的
$%&’()*+参数，然后不断改变直流驱动电流进行仿
真，得到的可以观察到混沌行为的参数空间 !

图 ", !%-"平面，黑色方块表示观察到混沌行为的参数点

图 "# !" -!" 平面，星号表示观察到混沌行为的参数点

从图 "# 可以看出，$%&’()*+ 参数在 ./0—./1
之间时，在较大的电流范围内都可以观察到混沌行

为，当 $%&’()*+ 参数在小于 ./0 时，基本上没有混

沌行为出现；而当 $%&’()*+参数超过 ./1并且不断
增加时，可以观察到混沌行为的电流范围不断减小，

当$%&’()*+参数超过 "/0 时，不能观察到混沌行
为 ! 图 ", 给出的是对不同的耦合系数值和
$%&’()*+参数值进行仿真的结果，仿真时直流驱动
电流在 ./" (2—./3 (2范围内取值，图中的点代表
可以观察到混沌行为的参数值 !从图 ",可以看出，
对于一定的耦合系数，只有 $%&’()*+在一定范围内
才能观察到混沌行为，这与图 "#给出的结果一致 !
随着耦合系数的不断增加，可以观察到混沌行为的

$%&’()*+参数值略有减小 !

4 / 结 论

提出了电容耦合的本征约瑟夫森结阵列的新的

仿真研究方法，对本征约瑟夫森结阵列进行了仿真

研究，通过时域波形、频谱、分维和相图等结果的对

比，发现了其中的混沌行为 !这种混沌属于时空混沌
行为，给出了存在耦合的 1.个约瑟夫森结组成的阵
列混沌行为的时空行为发展图，与不存在耦合时的

情况做了对比，并分析了存在混沌行为时同一时刻

不同序号约瑟夫森结两端电压的空间波形 !改变直
流驱动电流的仿真表明，混沌行为在一定的参数范

围内出现，偏离这一范围不会出现混沌现象 !给出了
可以观察到混沌行为的 $%&’()*+参数和耦合系数
的参数空间 !这种新的时空混沌现象的发现对于本
征约瑟夫森结的应用有重要的意义，首先可以利用

它作为研究时空混沌现象的一个新对象；其次，可以

利用它制作频率极高的混沌信号发生器；再次，在应

用本征约瑟夫森结阵列时（567 源、567 检测、电压
标准等）必须考虑混沌行为的影响，比如可能造成异
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