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映射法是一种非常经典、有效和成熟的求解非线性演化方程的方法，其最大的特点是可以有多种不同形式的

设解，使得最终求得的解丰富多彩 + 利用改进的 ,-../0- 方程映射法和变量分离法，得到了（# 1 &）维非对称 2-345-67
289-6897:;<;=89 系统的新显式精确解 +根据得到的孤波解，构造出该系统的峰孤子和分形孤子等局域结构，研究了

两个孤立波的“追碰”现象 +
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& G 引 言

孤子理论是非线性科学研究的一个重要方面，

它广泛应用于物理学、数学、化学、生物学、气象学等

学科，尤其在物理学中的流体力学、等离子体物理、

光学、凝 聚 态 物 理 等 领 域 发 挥 着 十 分 重 要 的 作

用［&—"］+ 自 H8-0- 等［’］通 过 HI.6=J5K 变 换 法 发 现

L/9;M7N0;O/M0<85 系统的 KM8D-85 钟状平面相干孤子

后，人们对（# 1 &）维孤子系统产生了极大的兴趣 +
近 &$ 年来，许多学者对高维非线性物理模型进行了

广泛的研究，提出了许多相干孤子结构，诸如线孤

子、半线孤子、紧致子、环孤子、方孤子、盘孤子、折叠

子、泡孤子和峰孤子等［)—>］+ 随着对非线性理论研

究的不断深入，人们总结出了许多求解非线性方程

的新方法，如双线性法［&$—&"］、齐次平衡法［&’］、标准的

P/-5=;9Q 截断分析法［&)，&%］、波数合并法［&(，&*］、分离变

量法［&>］和 双 曲 正 切 函 数 法［#$］等 + 两 年 前，方 建 平

等［#&—#)］提出了拓展的 ,-../0- 方程映射法，现已在许

多（# 1 &）维物理模型中得到了应用 + 在此基础上，

我们对该方法进行了改进，即在设解中加入了根号

项，从而使得到的解更加丰富 + 本文的工作是将改

进的 ,-../0- 方程映射法运用到（# 1 &）维非对称

2-345-67289-6897:;<;=89（R22:）系统

!" 1 !### S "$#! S "$!# T $，

!# T $% ，
（&）

并进一步研究其相干孤子结构和分形现象 + 方程

（&）最先由 H8-0- 等［#%］导出，文献［#(］证明了通过适

当的变换 R22: 系统也可以从著名的 U/K8D0<;97
P;09-/<49-=- 方程得到 +

# G（# 1 &）维 R22: 系统的新映射解

改进的 ,-../0- 方程映射法的基本思想如下：对

于给定的一个非线性物理模型

&（!，!" ，!#’
，!#’#(

，⋯）T $， （#）

将原来的设解

! T )（#）1"
*

’ T &
+’（#）!’［,（#）］

改为

! T )（#）1"
*

’ T &
+’（#）!’［,（#）］

1 -’（#）!’S&［,（#）］ " 1!#［,（## ）］，（"）

即与原来的设解相比增加了根号项，其中!满足
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这里 ! !（ !" ! "，!#，!$，⋯，!# ），$（ !），%&（ !），

’&（!）和 (（!）为 ! 的任意函数 %经过这样的改正，

除了可以得到 &’()，*+&)，&’(，*+& 函数形式的解外，还

可以得到 ,-*)，*,*)，,-*，*,* 等函数形式的解，使解

更加丰富 %将（.），（/）式代入（$）式就可以得到一组

$（!），%&（!），’&（!）和 (（!）的约束方程 % 通过约束

方程求得变量 $（!），%&（!），’&（!）和 (（ !），再根据

01**’&1 方程如下的孤波解、周期波解和变量分离解

就可以确定所求方程的解（这里省略了正切和双曲

正切两种函数形式的解）：

! ! 2 2! "*+&)（ 2! "(） （" 3 "），

! ! 2!"*+&（!"(） （" 4 "），

! ! 2 #
( （" ! "）%

（5）

为了寻找 6778 系统的新解，我们将改进的 01**’&1
方程映射法用于（#）式，并根据（.）式，设解为

) ! * 9 +! 9 ,!$ 9 - " 9!! $

9 .! " 9!! $ ，

/ ! 0 9 1! 9 2!$ 9 $ " 9!! $

9 %! " 9!! $ %

（:）

这里 *，+，,，-，.，0，1，2，$，% 和 ( 是（ !，

3，"）的任意函数 % 将（:），（/）式代入（#）式，并按!
的同次幂合并，提取!&（ & ! #，$，⋯）前的系数，其

中包含 "9!! $ 项，设

4 ! " 9!! $ ，

提取 4，令 4 前的系数等于零，令不含 4 的系数的

代数和也等于零，得到一系列方程 % 由这些方程可

求得

* ! $"
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(3
，

2 ! ($
!，

$ ! 2
.(!(!3 9 ;(!!(3

(3
，

% ! 2 ($
! % （<）

从所得到的方程中，发现有如下变量分离形式的

特解：

( !#（!，"）9$（3）， （;）

其中#"#（!，"），$"$（3）是关于 !，" 和 3 的任意

函数 %
情形 ! 设"! 2 #，可以得到 6778 系统的孤

波解

)# !#!$3（*,*)（# 9$）$

9 *,*)（# 9$）*+&)（# 9$））， （=）

/# ! #
.
#!!! 9#

.
! 9#"

#!
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9 *,*)（# 9$））9#
$
!（*,*)（# 9$）$

9 *,*)（# 9$）*+&)（# 9$））， （#"）

其中#（!，"），$（3）为所示变量的任意函数 %
情形 " 设"! #，可以得到 6778 系统的周期

波解

)$ !#!$3（*,*（# 9$）$

9 *,*（# 9$）*+&（# 9$））， （##）

/$ ! #
.
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.
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9 *,*（# 9$）*+&（# 9$））， （#$）

其中#（!，"），$（3）为所示变量的任意函数 %
情形 # 设"! "，可以得到 6778 系统的变量

分离解

). ! $ #!$3
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/. ! #
.
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$
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其中#（!，"），$（3）为所示变量的任意函数 %

. >（$ 9 #）维 6778 系统的特殊孤子

结构

由于（=）—（#/）式中都包含有任意函数#和$，

使得系统的解变得相当丰富 % 本文仅以（=）式为例，

讨论 6778 系统的峰孤子和分形孤子结构 %为方便

起见，令
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! ! "" !!#"$（#$#%（! &"）’

& #$#%（! &"）#()%（! &"））* （"+）

!"#" $%%& 系统的峰孤子结构

由于（"+）式中!和"的任意性，不妨取!和"
为如下形式：

! ! " & ’,- ).-% / "
’ # / %& /( )[ ]"

’ ，

（"0）

" ! " & 123 / "
’ $ /( )"

’ ；

! ! " & "45,- ).-% / "
’ # / %& /( )[ ]"

’

& 647,- ).-% / "
’ # / %& &( )[ ]"

’ ，

（"8）

" ! " & 645123 / "
’ $ /( )"

’ *

于是，可以得到一个单峰孤子结构和一个多峰孤子

结构，如图 " 所示（取 % ! "，& ! / ’）*

图 " 9::; 系统的峰孤子解 （.）（"+）式利用（"0）式得到的单

峰孤子，（<）（"+）式利用（"8）式得到的多峰孤子

此外，如果取!和"为如下形式：

! ! " & 123（/ = # / %& / ’ =），
（"5）

" ! " & 123（$）；

! ! " & ).-%（/ = # / %& / " =），
（">）

" ! " & $1#%（$），

则得到另外形状的单峰孤子和亮暗峰孤子结构，如

图 ’ 所示（取 % ! "，& ! 6）*

图 ’ 9::; 系统的另一种形状的峰孤子解 （.）（"+）式利用

（"5）式得到单峰孤子，（<）（"+）式利用（">）式得到的亮暗峰孤子

!"’" 孤立波的“追碰”现象

以上得到了 9::; 系统几种不同类型的峰孤子

解，下面将讨论两个孤立波随时间的演化情形 *在以

往所报道的孤立波的相互作用都是两个孤立波相向

运动，然后发生作用［’7，’5—?"］，其作用大多是弹性的，

即作用以后两个孤立波的波幅、形状 和波速保持不

变［’7］* 但是研究中发现也存在非弹性相互作用现

象，即两个孤立波作用后变成一个或者其波幅减小

的现象［’5，’>］* 我们讨论两个孤立波同向运动发生

“追碰”的有趣现象 *
在（"+）式中，取!和"为如下形式：

! ! " & "4’,-［).-%（/ = # / ’ & / " =）］

& 64+,-［).-%（/ = # / & / " =）］，
（’6）

" ! " & ,-［).-%（/ = $ / " =）］*
于是，得到如图 ? 所示的两个孤立波的“追碰”时间

演化图 * 时间分别为 & ! / "’，/ 5，6，?，5 * 从图 ? 可

以看到，两个孤立波朝同一个方向运动，由于运动速

度不同，经过一定时间，后面的孤立波赶上前面的孤

0580 物 理 学 报 +0 卷



图 ! （"#）式利用（$%）式得到的两个孤立波的“追碰”时间演化图 （&）! ’ ( "$，（)）! ’ ( *，（+）! ’ %，（,）! ’ !，（-）! ’ *

立波并发生相互作用 . 作用后两个孤立波的峰值和

形状都变小了，类似于非弹性作用 .通过进一步的研

究发现，两个孤立波脱开以后继续朝着原方向运动，

但是它们之间的距离越离越远，其原因是前者的速

度大于后者的速度 .

/ 0（$ 1 "）维 2334 系统的分形结构

分形是自然界存在的一种普遍现象，大到星系、

海岸线，小到细菌群落的生长、植物的生长及视网膜

上血管的分布等，其共同特点是局部与整体具有相

似性，或者在标度变换下具有相似性的几何形状 .
对分形的研究有利于促进对自然的理解，分形是非

线性科学研究的一个重要方面 . 下面我们来研究

2334 系统的分形行为 .

!"#" 规则分形结构

在（"#）式中，取!，"为如下形式：

! ’ " 1 -56［(（" ( #!）（（" ( #!）

1 $78（98"$，%0:））］，
（$"）

" ’ " 1 -56［( $（$ 1 $78（98$$，%0:））］，

其中 78 是 ;&+<)=&8 椭圆正弦函数 . 图 /（&）给出了系

统的局域规则分形结构（取 # ’ "，! ’ %）；图 /（)）表

示 "，$ 在区间 "!［ ( %0%%$，%0%%$］，$!［ ( %0%%$，

%0%%$］中 分 形 结 构 的 密 度 分 布 . 为 了 更 加 细 致

地观察其自相似结构，将 "，$ 的范围取得更小，例

如取 "!［ ( %0%%%%$，%0%%%%$］，$ !［ ( %0%%%%$，

%0%%%%$］，发现了与图 /（)）相同的密度斑图，如图 /
（+）所示 . 实际上，"，$ 的范围一直往下取时，也有

相同的结构 .
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图 ! 局域规则分形结构和密度斑图 （"）（#$）式利用（%#）式得到的局域规则分形结构；（&）对应（"）图取 !，" 的范围为

!!［ ’ ()((%，()((%］，"!［ ’ ()((%，()((%］时 的 密 度 斑 图；（ *）对 应（ "）图 取 !，" 的 范 围 为 !!［ ’ ()((((%，()((((%］，

"!［ ’ ()((((%，()((((%］时的密度斑图

!"#" 随机分形结构

如果取任意函数为如下形式：

! + # , %-./（’（! , #）（! , # , !）），

" + # , %-./（’ "（" ,#）），
（%%）

图 $ （#$）式利用（%%），（%0）式得到的局域随机分形结构

其中

! +"
$

% + (
（#)$()$$ 123（#)$$!）），

# +"
$

% + (
（#)$()$$ 123（#)$$"））， （%0）

则得到系统的随机分形结构 4 图 $ 显示的是当 $ +
0( 时的随机 5678273 分形 4从图 $ 可以看到，5678273
孤子的波峰、形状随时间 # 随机地变化 4

$ ) 结 论

本文利用改进的 92**":2 方程映射法和变量分

离法，得到了（% , #）维 ;<<= 系统的孤波解、周期

波解和变量 分 离 解，并 根 据 孤 波 解 &# 利 用 分 段

函数得到了 系 统 不 同 类 型 的 峰 孤 子 解 4 接 着，利

用 >"*7&2椭圆正弦函数研究了系统的自相似局域规

则分 形 结 构，进 一 步 研 究 了 系 统 的 局 域 随 机 分

形结构 4本 文 还 讨 论 了 两 个 孤 立 波“追 碰”的 有

趣现象，即 两 个 孤 立 波 运 动 方 向 相 同，但 是 速 度

大小不同，一个孤立波追上另一个孤立波，然后发

生作用，由于速度不同，作用之后两个孤立波越离

越远 4
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映射法对求解非线性演化方程是一种非常有效

的方法，已经得到了广泛的应用 !这里我们进一步拓

展了它的应用，这种方法对其他高维非线性物理模

型的推广值得深入研究 !

感谢郑春龙教授对本文工作的指导 !
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