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基于微极性弹性理论推导出的碳纳米管的应力*应变关系，使用哈密顿原理建立了碳纳米管的动力学微分方
程 + 通过求动力学微分方程的波动解，获得碳纳米管中波的频率与波数的关系即弥散关系，另外还得到了波的群
速度和特征波面 + 对所得结果进行了讨论 +
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! 9 引 言

碳纳米管具有圆柱形的空心壳结构，每一层碳

纳米管的基本单元是正六边形单元，每个六边形的

角上有一个碳原子 + 碳纳米管具有良好的力学、物
理和化学性能，它可以作为理想的高性能纳米合成

物的强化材料［!—(］+ 为了挖掘碳纳米管的巨大应用
潜力，对碳纳米管的力学行为进行充分研究是很有

必要的 + 至今，人们对碳纳米管的力学性能已经进
行了大量的研究［;—!#］+
由于用实验方法来获得碳纳米管的力学性能很

困难，目前主要是从理论上考察碳纳米管的力学性

能，主要方法有分子动力学法、量子力学法和连续介

质模型［!)—!&］+ 因为在模拟大尺寸的原子系统时，应
用原子模拟需要耗费大量的计算机时，计算成本高，

在实际应用中受到很大限制 + 因此，需要探索一种
能够不受模拟时间和尺寸限制的连续介质力学模

型 + 到目前为止，已提出了许多研究碳纳米管力学
性质的连续介质力学模型［!’—!;］+ 文献［!<—#!］中分
别提出了微极性弹性理论，微极性弹性理论与经典

弹性理论的主要区别在于引入了一个附加变量，即

微观转动场，这个场是与平动位移相互独立的，基本

方程中包含 ’个独立参数 + 可以通过分子动力学计
算碳纳米管的自由振动频率，然后根据微极性弹性

理论计算相同碳纳米管的自由振动频率，利用遗传

算法反求这 ’个参数 + 非局部弹性理论和微极性理
论都是非经典弹性理论，只是微极性理论是从几何

的角度来建立基本方程的，而非局部弹性理论是从

物性的角度来考虑的 + 目前在国际上应用非经典
连续介质力学研究碳纳米管的力学性能是一个

热点 +本文基于微极性弹性理论研究碳纳米管的
波动特性，主要研究它们的弥散特性、群速度、特征

波面 +

# 9 基本方程

作者在文献［##］中从几何的角度推导出基于微
极性弹性力学的应力*应变关系，对于“扶手椅型”、
“锯齿型”碳纳米管，其本构关系如下：
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式中%"#（ "，# + %，"）为应力张量，$— "$是应力偶张量，!
为 ,—,键长，!+ ! (%（% 为碳纳米管壁厚）- & . 为碳

纳米管的弹性模量，"是线应变，#* 是剪应变，$* "$是

微观转角梯度 -
在柱坐标系中，’" + (&，基于微极性弹性力学的

碳纳米管的几何方程［""］可以写成如下矩阵形式：

"%%

"""

#* %"

#* "%

$* %$ !

$* "$





















!

+

!
!’%

’ ’ ’

’ %
(
!
!&

& %
( ’

’ !
!’%

’ & %

%
(
!
!&

’ ’ %

’ ’ ’ ! !
!’%

’ ’ ’ !
(
!
!’

































%

)%

)"

)$











$

+ "#， （"）
式中 " 可以写为

" + "%
!
!’%

# ""
%
(
!
!&

# "$
%
( # "/ - （$）
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$0 物理量分析

有了上述基本方程，可应用哈密顿原理获得系

统动力学方程 - 首先应用插值函数来表示碳纳米管
壳体的径向位移，然后应用复指数函数来表示碳纳

米管的轴向和周向位移 - 将壳体壁沿径向划分为
内、中、外 $个圆环形节面，分别用下标 1，2，3表示，
每个节面有 $个平移自由度（)%，)"，)$）和 %个微观
转动自由度$- 单元节点的位移向量假设为

$ +［)%1 )"1 )$1 $1 )%2 )"2 )$2 $2 )%3 )"3 )$3 $3］
4 - （5）

碳纳米管内任意一点的位移向量可近似表达为

# + %（ (）$， （)）
式中

%（(）+［（% & $(* # "(* "）& /（(* & (* "）& （& (* # "(* "）&］，
（6）

其中 (* +（ ( & (3）(%，& 是 / ! /的单位矩阵 -
碳纳米管的应变能
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用位移向量表示碳纳米管的动能为
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其中$为材料密度，$+ 为微转动惯量 /
为了获得碳纳米管的动力学微分方程，应用如

下哈密顿方程：

%!
*#

*"

（) % &）) * + &/ （"#）

结合方程（#）—（"#）得

% &"
"# ’
"##

"
% &#

"# ’
"!"#"

% &,
"# ’
"!

#

! &0
"’
"#"

! &4
"’
"!

! &5 ’ ! ("
# ’
"*#

+ &， （",）
式中

&" +!
!’ ! "

!’
)(#"")!) !， （"0）

&# +!
!’ ! "

!’
)( #"# ! #( )#" )) !， （"4）

&, +!
!’ ! "

!’

"
! )

(###)) !， （"5）

&0 +!
!’ ! "

!’
)( "

! #(
", % #( )", ! #(

"0 % #[ ]"0 )!) !，

（"6）

&4 +!
!’ ! "

!’
)( "

! #(
#, % #( )#, ! #(

#0 % #[ ]#0 )) !，

（"*）

&5 +!
!’ ! "

!’
)( "

!# #,, ! "
! #,0 ! #(( ),0 ! #([ ]00 )!) !，

（"3）

( +!
!’ ! "

!’
)(!)!) ! / （#&）

!"#" 弥散关系

假设方程（",）中的位移矢量为如下的复指数
形式：

’（!，#"，*）+ *78（,!! -#"
#" %&*）， （#"）

式中&为角频率，, 为周向波数，-#"
为轴向波数，*

为节点位移幅值 / 当与轴向成’角的螺旋波沿半径
为 .’ 的碳纳米管壳体传播时，有

, + .’ -9:;’，
-#"

+ -<’9’/ （##）

将方程（#"）代入方程（",）得
［+ %&#(］* + &， （#,）

式中

+ + &" -#
#"

! &# ,-#"
! &, ,# ! 8&0 -#"

! 8&4 , ! &5 /

（#0）
要使方程（#,）有非零解，必须有

= + %&#( = + & / （#4）
每取一个波数 -，由方程（#4）可以获得 "5个碳

纳米管的自然频率&$（$ + "，#，,，⋯，"5）/ 波数 -
与频率&$ 的关系称为弥散关系 /

!"$" 相速度和群速度

第 $ 阶模态的相速度 />$定义为

/>$ + &$ - - / （#5）
第 $ 阶模态的群速度定义为

/?$ +
)&$

)- / （#6）

利用方程（#,），（#6）式可以写成
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这里 !$表示刚度矩阵 ! 的导数，!
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征值方程（&(）的左、右特征向量 )

!"!" 波的特征面
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由方程（&.）确定的面称为第 " 阶模态的相速面
（+/012 32456789 1:;<062），表示平面波的相速度与波传
播方向的关系 )
将 %+" " => !+"代入（&.）式得
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由方程（(-）确定的面称为第 " 阶模态的相慢面
（+/012 145?@211 1:;<062），表示平面波到达的时间与
波传播方向的关系 )
在极坐标（ A &" A，"+）中，由平面波相前直线包络

成的面称为相波面（+/012 ?032 1:;<062）) 相波面可以
由下式确定：
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由方程（((）确定的面称为第 " 阶模态的群速面
（!;5:+ 32456789 1:;<062），表示平面波的能量传播速度
与波传播方向的关系 )
将 %!" " => !!"代入方程（(&）得
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在极坐标（ A ’" A，"!）中，由平面波群前直线包

络成的面称为群波面（!;5:+ 145?@211 1:;<062）) 群波
面可以由下式确定：
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CE 算 例

在算例中，碳纳米管的厚度［&(］) " -E-** @F，

G—G键长［&C］* " -E=C& @F，弹性模量［&D］+1 " = HI0，
密度［=’］%" =E( J =-( K!>F(，内径 ’ 7 " & @F)
计算中采用以下归一化参量：

#— " #（’5 , ’ 7），

&
—

"&>（’5 , ’ 7），

"’ " ’ >（’5 , ’ 7），

!
— "!（’5 , ’ 7） %>,! ==，

!—!" "
L!
—

"

L# )

图 & $" (-M的螺旋波前 *阶模态的弥散曲线

图 = $" -M的螺旋波前 *阶模态的弥散曲线

图 =—图 C分别表示与碳纳米管轴向成 -M，(-M，
*-M，.-M方向传播的螺旋波的弥散曲线 ) 图 =为与碳
纳米管轴向成 -M即沿碳纳米管轴向传播的波的弥
散曲线 )从图 =可以看出，波的第 (阶和第 C阶模态
的弥散曲线中分别有部分直线段的延长线通过坐标

原点，弥散曲线通过原点的直线段的波是非弥散的，

其物理意义是波的相速度（波速）为常数，这时相速

(N-N=&期 谢根全等：基于微极性弹性力学的碳纳米管中波的传播特性



图 ! !" #$%的螺旋波前 #阶模态的弥散曲线

图 & !" ’$%的螺旋波前 #阶模态的弥散曲线

图 ( !" $%的螺旋波前 &阶模态的群速度曲线

度等于群速度 ) 其他模态的波都是弥散的，说明这
些频率的波在碳纳米管中传播的速度是变化的 ) 图
*为与碳纳米管轴向成 !$%传播的螺旋波的弥散曲
线 )从图 *可以看出，波的第 !阶和第 &阶模态的弥

图 # !" !$%的螺旋波前 &阶模态的群速度曲线

图 + !" #$%的螺旋波前 &阶模态的群速度曲线

图 , !" ’$%的螺旋波前 &阶模态的群速度曲线

散曲线也分别有部分直线段的延长线通过坐标原

点，这种情况和图 -类似，只是图 *的非弥散直线段
比图 -的非弥散直线段长 ) 图 !是螺旋角为 #$%的
螺旋波的前 # 阶模态的弥散曲线 ) 从图 ! 可以看
出，与碳纳米管轴向成 #$%传播的螺旋波是弥散的 )

&+$+ 物 理 学 报 (#卷



图 ! 碳纳米管的第 "阶模态的特征波面 （#）相速面，（$）相慢面，（%）相波面，（&）群速面，（’）群慢面，（(）群波面

图 ") 碳纳米管的第 *阶模态的特征波面 （#）相速面，（$）相慢面，（%）相波面，（&）群速面，（’）群慢面，（(）群波面

图 +是螺旋角为 !),的螺旋波的前 -阶模态的弥散
曲线 . 从图 +可以看出，与碳纳米管轴向成 !),传播

的螺旋波也是弥散的 . 综合图 "—图 +可以发现：随
着螺旋角!的增大，在碳纳米管中传播的波的速度

/0)0"*期 谢根全等：基于微极性弹性力学的碳纳米管中波的传播特性



变化也随之增大 !
图 "—图 # 所示为与碳纳米管轴向分别成 $%，

&$%，’$%，($%方向传播的波的前 )阶模态的群速度曲
线 ! 从图 "可以看出：沿碳纳米管轴向传播的波的
第 &阶和第 )阶模态的群速度曲线中有部分是水平
直线段，水平直线段与图 *中延长线通过坐标原点
的直线段是相对应的 ! 群速度在小的波数范围内存
在负值，这表明能量传播方向与相位传播方向相反 !
图 ’所示为与碳纳米管轴向成 &$%传播的螺旋波的
群速度曲线 !从图 ’可以看出，第 &阶和第 )阶模态
的群速度曲线中有部分是水平直线段，水平直线段

与图 +中延长线通过坐标原点的直线段是相对应
的 ! 图 ’中的群速度曲线的水平直线段比图 "的水
平直线段长 !
图 ,所示为与碳纳米管轴向成 ’$%传播的螺旋

波的群速度曲线 !从图 ,可以看出，这些群速度曲线
没有水平直线段，表明群速度不是恒定的，随波数而

变化 ! 图 #所示为与碳纳米管轴向成 ($%传播的螺
旋波的前 )阶模态的群速度曲线 ! 与图 "—图 ,不
同，图 #中的群速度曲线不存在突变，而群速度曲线
发生突变是由于模态发生改变引起的 !

碳纳米管第 *阶模态和第 +阶模态的 ’个特征
波面分别如图 (和图 *$所示 !从图 (和图 *$可以
看出，第 *阶和 +阶模态的 ’个特征波面中的曲线
都不是圆形，说明沿不同方向传播的波，它的传播速

度、到达某一点所需时间等物理量不同，也就是它的

波动物理量随方向而改变 !

" - 结 论

基于微极性弹性理论，应用哈密顿原理获得碳

纳米管的波动微分方程，对特征值方程求解后得到

了碳纳米管中波的弥散曲线和群速度曲线以及 ’个
特征波面 ! 研究结果表明：当波沿着与碳纳米管轴
向成 $%和 &$%方向传播时，波的第 &和第 )阶模态的
弥散曲线的部分线段是通过原点的直线，是非弥散

的，其他模态的波在碳纳米管中传播都是弥散的 !
第 *阶和第 +阶模态的 ’个特征波面中的曲线都不
是圆形 ! 这说明沿不同方向传播的波，它们的传播
速度、到达某一点所需时间等物理量相差很大，也说

明碳纳米管具有很强的各向异性 !
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CC0C*.期 谢根全等：基于微极性弹性力学的碳纳米管中波的传播特性


