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针对介观耗散电容耦合 !"#电路提出一种一般的正则变换，并证明了其正确性和合理性 + 用这种正则变换
研究了双回路介观耗散电容耦合电路的量子化问题，得出的对角化哈密顿量比文献中多出一非线性项 + 这种具有
普遍性的一般正则变换可能对研究介观多回路耗散系统的量子涨落、量子噪声等性质具有重要的意义 +
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! > 引 言

随着纳米技术的发展，在电子器件中电路及器

件的小型化和高集成度的趋势越来越显著，近年来

已经达到了原子尺寸的量级［!］+ 当电路的尺寸小到
与电子的相干长度可比拟时，电路本身的量子效应

就会显现出来，原来在研究电路时所采用的一系列

经典的基本原理和方法不再成立，大量的有关纳米

尺寸电路以及单电荷器件的实验结果已经充分证明

了这一点［"，#］+ 自 "& 世纪 (& 年代 ?782@;33［%］研究了
"#电路的量子效应以来，人们先后研究了各种介
观电路的量子化问题［)—!&］，包括电荷的离散性［)，*］

等 + 但是，大部分研究仅限于讨论无耗散介观电
路［(，’］或有耗散的单回路电路［-，!&］+ 由于实际电路总
是存在一定的电阻，结果必然导致电路存在一定的

耗散作用，而实际电路也经常是多回路的 + 因此，
近年来人们广泛地开展对介观耗散耦合电路量子效

应的研究［!!—!%］，更具有普遍性和实际意义 +
在耗散耦合电路量子效应的研究中，哈密顿量

及其量子化是否正确是一个关键问题，因为它直接

关系到各物理量的量子涨落研究结果的正确性 + 在
最近耗散耦合电路量子化的研究中，文献［!!］研究
的是双电源耦合电路，而文献［!"—!%］研究的是单
电源耦合电路，其中文献［!"］的哈密顿量不满足正

则量子化条件［!#］，文献［!#］只研究了两电路参量满
足 !! A"! B !" A"" B !（常数）的特殊情形，文献
［!%］试图推广到一般情况，但其变换不合正则条
件 + 所以，期待有一种正确的方法求出一般的多回
路 !"# 耦合系统的哈密顿量及其量子化，在此基
础上进行量子涨落等问题的研究 + 本文提出一种新
的将哈密顿量量子化的一般正则变换，并证明了它

的正确性和合理性，这对研究一般的多回路介观

!"#耦合电路的量子涨落、量子噪声等性质有一定
的意义 +

" > 正则变换

考虑文献［!"—!%］中图 !所示的耗散电容耦合
电路，根据基尔霍夫定律，其经典运动方程为
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式中 $&，"& 和 #&（ & B !，"，以下同）分别是两个回路
各自的电荷、电感和电容，# 是两个回路的耦合电
容，"（ %）是电压源，量的符号上方的“·”表示该量对
时间 % 的导数（以下同）+ 文献［!"，!#］中，令 ’& B

"&$
·

&，将（!）式表示为
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（)）式表明，在一个耗散系统（%’!*）中，!’ 和 "’ 不

再构成经典力学中正则共轭变量［!)，!+］，而文献［!&］
仍将其直接作共轭变量处理，得出了错误的哈密顿

量 ( 为此，文献［!)］讨论了 %! ’#! " %& ’#& ""的特
殊情形，引入如下“正则变换”：
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但是，这种变换直观上并不满足正则变换条件 ( 正
则变换的条件［!/］是：给出一组变换
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若为正则变换，则其相应的哈密顿正则方程为
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要保证变换（/）式为正则形式（0）式，则必须满足
｛(+，(-｝"｛)+，)-｝" *，
｛(+，)-｝"#+- （ +，- " !，&⋯），

（1）

式中｛·，·｝为 2345536括号 ( 不难得出，（+）式只满足
｛(+，(-｝"｛)+，)-｝" *，

而
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这表明（+）式似乎不是正则变换，但可以把它称为
相空间的变换，而相空间的变换如果能保证哈密顿

方程的正则形式不变，亦可称为正则变换［!/］( 且文
献［!)］讨论了在海森伯绘景中（&）式的量子化，
得出
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所以，当 %! ’#! " %& ’#& ""时，有
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由（+）式结合（8），（!*）式可证明
［(’，)+］" 4$，
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从而保证了哈密顿方程的正则形式不变，也保证了

（+）式为正则变换 ( 然而，该结果是在 %! ’#! "
%& ’#& ""时得出的，在一般情况下（+）式是否满足
正则变换条件还值得讨论 (
文献［!+］虽研究了 %! ’#! ""! ! %& ’#& ""&

的一般情况，但其引入的变换 (/ 和 0/ 也不满足正
则变换条件（见文献［!+］中的（1）式）( 因为
｛(/，0/$｝" #! ,-.（"! $）% #& ,-.（"& $）

!#//$ （ /，/$ " !，&） （!&）
不满足（1）式，由此也得不出类似于（!*）式的结果 (
所以，(/ 和 0/$是否为正则共轭变量也值得讨论 (
鉴于上述情况，我们针对 %#& 耦合电路提出

一种一般的正则变换［!0］
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式中"’ " %’ ’#’（ ’ " !，&，⋯）( 不难证明该变换满足
正则变换条件（1）式，即
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将这种新的变换（!)）式代入（!）式可得
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又由（".）式可计算出
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这表明 "( 和 )( 为正则共轭变量，即表明变换（".）
式的合理性 -
在（".）式的变换下，（"）式所对应的哈密顿

量为
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由此可见，当!" ’!# 时，（"2）式简化为文献［".］的
哈密顿量 - 根据 34567理论［"(］，经典 894::9;括号应
代之为
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"
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所以，正则条件（"+）式转化为如下对易关系：
［"(，)-］’ 4#，
［"(，"-］’［)(，)-］’ , （ (，- ’ "，#）-

（#"）

.< 介观耗散电容耦合电路的量子化

把（"2）式量子化就意味着将经典变量 "( 和 )(

表示为算符 -为了简便，引入如下参数：
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即为两个耦合振子的哈密顿量 - 为了除耦合（对角
化），引入如下幺正算符［".］：
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式中 "(〉（ ( ’ "，#）是坐标本征态 - 容易证明［".］
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显然，这里的!!
# 与文献［#’］中的（!(），（!)）式不同，

相差一常数项 %由（!#）式可以构造如下非厄米算符：
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将（’-）式与文献［#’］中的对角化哈密顿量（!.）式比
较可见，引入一般的正则变换后多了非线性项，其

系数与线性项的系数类似，也是两个回路参数的

函数 %

( 1 介观耗散电容耦合电路的量子涨落

如果仍然采用文献［#’］的方法来研究量子涨
落，文献［#’］中的（’#）—（’.）式基本上可以借用，所
不同的是这些公式中的!!

# 与本文的相差一常数

项，而与 *0相应的时间演化算子-.（ +，-）（文献［#’］
中的（(-）式）将增加一非线性项，因此系统的波函数
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式中“#”为正规乘积符号，参数表达式与文献［#’］
中相应的表达式完全相同 %
但是，在 =4>?@;*AB7?绘景中与 *0相应的时间演
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如果在 +- " - 将（’-）式代入上式，忽略一个相因子
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显然，（’)）式较之文献［#’］中的（(-）式增加了非线
性项（即第一个因子中的#% 项及第二个因子），这必

然引起任意本征态下新的量子效应 %
假定初始时刻系统处于双模真空态 --〉，则系
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统的波函数为
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考查 ! ! "! "，外部电源接通随即断开，此时
"#（ !，"）! &，则系统的基态为一转动的压缩真空态
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( %&）&］是一个转动算符 # 这
一结果形式上与文献［&$］中的（’$）式相同，所以相
应的量子涨落表达式形式上也相同（参见文献［&$］
中的（’7）—（’6）式），但其中的#& 不同于文献［&$］#
由（&$）式可得，在上述条件下的量子涨落为
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这一结果与文献［&$］截然不同，文献［&$］中只有第
一项依赖于回路参数，而本文的结果是所有的量子

涨落都呈指数地依赖于回路参数)& ! *& 9+&（ & ! &，

(）#这一现象值得进一步研究 #

7 : 结 论

本文在分析近期文献中介观耗散电容耦合电路

量子化已有正则变换的基础上，提出一种新的一般

正则变换，并证明了这种变换的正确性和合理性 #
用这种正则变换研究了一般介观耗散电容耦合电路

的量子化问题，并通过幺正变换使系统哈密顿量对

角化，发现新的变换使哈密顿量中多出了一非线性

项 #在此基础上给出了系统的态矢量随时间的演化
规律，研究了系统中电荷和广义电流的量子涨落，得

出其依赖于回路参数的新结果 #如果继续研究任意
本征态下的量子涨落，势必出现新的量子效应 #同
时，这种正则变换可推广到多回路的 *+, 耦合电
路，所以对研究介观 *+, 多回路耗散系统的量子
涨落、量子噪声等具有一定的意义 #
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