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研究了在群的无限小变换下非完整系统 *+,-.//方程的 012对称性，给出了非完整系统 *+,-.//方程 012对称性
的定义和判据方程 3给出了这种 012对称性导致 421对称性的充要条件，通过特殊 012对称性条件下的 421对称性，
找到了非完整系统 *+,-.//方程的 5.678-守恒量 3
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! C 引 言

通过研究动力学系统的对称性给出系统的守恒

量，已成为解决实际问题的一个重要方法，在现代

数学、力学、物理学中占有重要的地位，也是分析力

学的一个发展方向 3 近代出现的利用对称性寻求守
恒量的方法主要有：D.1E=1F对称性方法［!—G］、421 对
称性方法［%—!#］和形式不变性方法［G，!9—#!］3 D.1E=1F对
称性方法是利用系统的 5872<E.- 作用量泛函在无限
小变换下的不变性寻找系统的守恒量，该守恒量被

称为 D.1E=1F守恒量 3 421 对称性方法是利用系统的
运动微分方程在无限小变换下的不变性寻找系统的

守恒量 3 形式不变性方法是利用系统的动力学函数
在无限小变换下使得动力学方程的形式保持不变，

来寻找系统的守恒量，被称为 012对称性方法 3文献
［##—#$］找到了非保守系统 4HE+IJ形式的非 D.1E=1F
守恒量和非完整系统速度依赖对称性的非 D.1E=1F
守恒量，文献［#(］得到了求解机电动力系统守恒量
的新方法 3近年来，012 对称性成为研究的一个热
点，但是，求 012对称性所对应的守恒量大都借助于
动力学系统的 48KF8-K1 函数或 5872<E.-函数 3我们
知道，分析力学中有多种运动微分方程，如 48KF8-K1
方程、D21<?1-方程、LMM1<<方程和 *+,-.//方程等，其
中 *+,-.//方程最为简捷，但很少有人研究 *+,-.//方

程的 012 对称性 3文献［#’］研究了完整系统 LMM1<<
方程的 012 对称性，最近，文献［#!］研究了完整系
统 *+,-.// 方程的 012 对称性，给出了完整系统
*+,-.//方程 012对称性的定义和判据方程，并通过
D.1E=1F等式求出了 *+,-.// 方程 012 对称性所对应
的守恒量，但该方法需把 *+,-.// 方程进行 48KF8-K1
转换，其过程仍较为复杂 3本文研究了非完整系统
*+,-.//方程的 012 对称性，给出了非完整系统
*+,-.//方程 012 对称性的定义和判据方程，通过
*+,-.//方程的 012对称性与 421对称性的关系，找出
了非完整系统 *+,-.//方程的 5.678-守恒量 3该方法
不需 *+,-.//方程的 48KF8-K1转换，直接利用非完整
系统的 *+,-.//方程，通过特殊 012对称性条件下的
421 对称性，来找出非完整系统 *+,-.// 方程的
5.678-守恒量 3

# C 非完整系统的 *+,-.//方程

设力学系统的位形由 ! 个广义坐标 "#（ # N
!，⋯，!）来确定，系统的运动受有理想 O=1E81P型非
完整约束：

$!（ %，!，!·）N ’ （! N !，⋯，&）， （!）

!$!
!"·#
""# N ’3 （#）

系统的 *+,-.//函数为
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! ! "
#（

"# $ % "#&）$ $%&’ % （ % ! "，⋯，’），（%）

其中 # 为系统的动能，"#& 为把 # 中广义速度作为
常数时对时间 ( 的二阶导数，$% 为广义力，则非完

整系统在广义坐标下的 ()*+,--方程为

!!
!&’ %

!!"
!)"
!&·%
（ % ! "，⋯，’）. （/）

设系统非奇异，可由方程（"），（/）先求得乘子!" !

!"（ (，!，!·），可将方程（/）表示为

!!
!&’ %

! #% （ % ! "，⋯，’）， （0）

方程（0）中

#% !#%（ (，!，!·）!!"
!)"
!&·%

. （1）

通过（0）和（1）式可求出所有广义加速度

&’ % !$%（ (，!，!·）（ % ! "，⋯，’）. （2）

%3 非完整系统 ()*+,-- 方程的456对称性

取时间和坐标的群的无限小变换

(! ! ( 7"(，&!%（ (!）! &%（ (）7"&%

（ % ! "，⋯，’）， （8）
或其展开式

(! ! ( 7%&&（ (，!，!·），

&!%（ (!）! &%（ (）7%&%（ (，!，!·）. （9）
其中%是一无限小参数，&&，&% 为无限小变换生成

元 .于是有
:&!%
: (! !

:&% 7%:&%

: ( 7%:&&

! &·% 7%（ *&% $ &·%*&&）7 +（%#），

:# &!%
: (!# ! &’ % 7%［（ *&% $ &·%*&&）

·

$ &’ %
*&&］7 +（%#）， （"&）

!! ! ! (!，!!，:!
!

: (!
，
:# !!
: (!( )#

! ! (，!，:!: (，
:# !
: (( )#

7 {%!!
!(&& 7!!

!&,
&, 7 !!

!&·,
（ *&, $ &·,*&&）

7!!
!&’ ,
［（*&, $ &·,*&&）

·$ &’ ,*&& }］ 7 +（%#），（""）

#!
% !#% (!，!!，:!

!

: (( )!

!#%（ (，!，!·）7%-（"）（#%）7 +（%#），（"#）

) !" ! )" (!，!!，:!
!

: (( )!

! )"（ (，!，!·）7%-（"）（ )"）7 +（%#）. （"%）
定义 如果用变换后的 ()*+,--函数 !!代替变

换前的函数 ! 时，方程（0）的形式保持不变，那么这
种不变性称为非完整系统 ()*+,-- 方程的 456 对
称性 .
根据定义，非完整系统 ()*+,--方程的 456对称

性可以写成下列形式：

!!!

!&’ %
! #!

% （ % ! "，⋯，’）， （"/）

将（""），（"#）式代入方程（"/），忽略%# 及高阶小

项，并利用方程（0），得到

!
!&’ %
｛-（#）（!）｝! -（"）（#%）， （"0）

展开（"0）式，并考虑到方程（0）和（2）式的关系，可得

!
!&’ {

%

!!
!(&& 7!!

!&,
&, 7 !!

!&·,
（ *&, $ &·,*&&）

7#,（ "&, $ #$,
*&& $ &·,"&& }）

!!#%

!(&& 7!#%

!&,
&, 7!#%

!&·,
（ *&, $ &·,*&&）

（,，% ! "，⋯，’）. （"1）
方程（"1）即为非完整系统 ()*+,--方程 456对称性的
判据方程 .
非完整约束（"）式在变换（9）式下的不变性归结

为约束限制方程

-（"）｛)"（ (，!，!·）｝! & （" ! "，⋯，.），（"2）
;<5=>5?条件（#）式对虚位移#&% 的限制归结为附加

限制方程

!)"
!&·%&

% ! & （" ! "，⋯，.；% ! "，⋯，’）.（"8）

命题 ! 如果无限小变换的生成元&&，&, 满足

判据方程（"1），而且还满足约束限制方程（"2），则相
应对称性为非完整系统 ()*+,-- 方程的弱 456 对
称性 .
命题 " 如果无限小变换的生成元&&，&, 满足

判据方程（"1），而且同时还满足约束限制方程（"2）
和附加限制方程（"8），则相应对称性为非完整系统
()*+,--方程的强 456对称性 .
对于完整系统，有#% ! &，方程（"1）自然成为

完整系统 ()*+,--方程 456对称性的判据方程［#"］.
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!" 非完整系统 #$%&’((方程的 )*+对称
性为 ,+*对称性的充分必要条件

,+*对称性是微分方程在群的无限小变换下的
一种不变性，根据定义可得非完整系统 #$%&’((方程
,+*对称性的判据方程

!（-）!
"
!#.{ }

$
/ !（0）（!$）， （01）

利用（02）和（01）式，可得

!
!#. $
［!（-）（"）］3 !（0）（!$）

3 !（-） !
"
!#.[ ]

$
3 !（0）（!${ }）

/ !
- "

!%!#. $
"4 5 !- "

!#&!#. $
"&

5 !- "
!#. $!#·&
（ ’"& 3 #·&’"4）

5 !"
!#·&

!
!#. $
（ ’"& 3 #·&’"4）

5 !- "
!#. $!#. &
（ ("& 3 -#&

’"4 3 #·&("4）

5!"
!#. &

!
!#. $
（ ("& 3 -#&

’"4 3 #·&("4）

{3 !"
!%!#. $

"4 5 !- "
!#&!#. $

"&

5 !- "
!#. $!#·&
（ ’"& 3 #·&’"4）

5 !- "
!#. $!#. &
（ ("& 3 -#&

’"4 3 #·&("4）｝

/!"
!#·&

!
!#. $
（ ’"& 3 #·&’"4）

5!"
!#. &

!
!#. $
（ ("& 3 -#&

’"4 3 #·&("4）6 （-4）

命题 ! 对于非完整系统 #$%&’((方程的 )*+对
称性为 ,+*对称性的充分必要条件是无限小变换生
成元"4，"& 满足下式：

!"
!#·&

!
!#. $
（ ’"& 3 #·&’"4）

5!"
!#. &

!
!#. $
（ ("& 3 -#&

’"4 3 #·&("4）/ 4

（&，$ / 0，⋯，)）6 （-0）
显然，（-0）式也是非完整系统 #$%&’((方程的 ,+*对
称性为 )*+对称性的充分必要条件 6

在时间不变的特殊无限小变换下，有"4 / 4，考

虑到!
’"&

!#. $
/!"&

!#·$
，则非完整系统 #$%&’(( 方程的特殊

)*+对称性为特殊 ,+*对称性的充分必要条件是无
限小变换生成元"& 满足

!"
!#·&

!"&

!#·$
5!"
!#. &

!("&

!#. $
/ 4 （&，$ / 0，⋯，)）6（--）

2" 非完整系统 #$%&’(( 方程的特殊 )*+
对称性与 7’89:&守恒量

非完整系统 #$%&’(( 方程的特殊 )*+ 对称性导
致 7’89:&守恒量的方法由下述命题给出 6
命题 " 如果非完整系统 #$%&’((方程特殊 )*+

对称性的生成元"& 满足方程（--）和约束限制方

程（0;），且存在函数$/$（ %，!，!·）使得

!#$

!#·$
5
!<
< % =&$ / 4， （->）

则 #$%&’((方程的 )*+对称性导致弱 7’89:&守恒量

*7 / 0
$
!
!#&
（$"&）5

0
$
!
!#·& $

"<
<%"( )& / ?’&@A6（-!）

命题 # 如果非完整系统 #$%&’((方程特殊 )*+
对称性的生成元"& 满足方程（--），而且同时还满足
约束限制方程（0;）和附加限制方程（0B），且存在函

数$/$（ %，!，!·）使得（->）式成立，则 #$%&’((方程的
强 )*+对称性导致（-!）式的强 7’89:&守恒量 6

C " 应用例子

非完整系统的 #$%&’((函数和约束方程分别为

" / 0
- #. -

0 5 0
- #. -

-， （-2）

+ / 3 %#·0 5 #·- / 4 6 （-C）
试研究该系统的特殊 )*+对称性和所对应的 7’89:&
守恒量 6
由非完整系统的 #$%&’((方程（!）给出

#. 0 / 3%%，#. - /%6 （-;）
由（-C）和（-;）式求得

% /
#·0

0 5 %-
， （-B）

（-;）式成为

#. 0 / 3
%#·0

0 5 %- /#0，
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!! " #
!·$

$ % "" #!"， （"&）

由（’）式给出

"$ # (
"!·$

$ % ""
，"" #

!·$
$ % "" )

（*+）

把（",）和（*+）式代入非完整系统 -./0122方程 345对
称性的判据方程（$’）式，并取#+ # +，有

(
"!·$

$ % ""
!
!!! $

!6
6 "
!6
6 "#( )$ %

!·$
$ % ""

!
!!! $

!6
6 "
!6
6 "#( )"

# ( "
$ % ""

!6
6 "#( )$ ，

(
"!·$

$ % ""
!
!!! "

!6
6 "
!6
6 "#( )$ %

!·$
$ % ""

!
!!! "

!6
6 "
!6
6 "#( )"

# ( "
$ % ""

!6
6 "#( )$ ， （*$）

约束限制方程（$7）给出

( "
!6
6 "#$ %

!6
6 "#" # +， （*"）

附加限制方程（$8）给出
( "#$ %#" # + ) （**）

先不考虑附加限制方程（**），可找到方程（*$）（*"）
的如下解：

#$ # $，#" # $， （*9）

#$ # $，#" #（!" ( !·$ ( "!·"）"， （*,）

#$ # +，#" # !·$（$ % ""）
$
"（!" ( !·$ ( "!·"）) （*’）

生成元（*9）—（*’）式都满足式（""），（*$）和（*"）式，
但不满足附加限制方程（$8），所以它们既是非完整
系统 -./0122方程的特殊弱 345对称性的生成元，也
是特殊弱 :54对称性的生成元 )
条件（"*）式给出

( "
$ % "" %

!6
6 " ;0$ # +， （*7）

它有如下解：

$ #（$ % ""）
$
"， （*8）

$ #（$ % ""）
$
"（!" ( !·$ ( "!·"）) （*&）

由生成元（*9），（*,），（*’）式与（*8），（*&）式组合，可
找到 <1=>?0守恒量，由（*9）和（*8）式，利用命题 9，
得到平凡守恒量

#< # + ) （9+）
由（*9）和（*&）式，利用命题 9，得到守恒量

#< #（!" ( !·$ ( "!·"）($ # @10AB ) （9$）
由（*,）和（*8）式得到守恒量

#< # "（!" ( !·$ ( "!·"）# @10AB ) （9"）
由（*,）和（*&）式得到守恒量

#< # *（!" ( !·$ ( "!·"）# @10AB ) （9*）
由（*’）和（*8）式得到守恒量

#< # !·$（$ % ""）
$
" # @10AB ) （99）

由（*’）和（*&）式得到守恒量

#< # "!·$（$ % ""）
$
" # @10AB ) （9,）

7C 结 论

研究发现，非完整力学系统的 -./0122函数在群
的无限小变换下，若生成元#+，#$ 满足我们给出的

判据方程（$’），那么 -./0122方程就具有 345对称性；
如果非完整力学系统 -./0122 方程 345 对称性的生
成元#$ 满足命题 9和命题 ,的条件，则这种 345对
称性将导出 <1=>?0守恒量 )

［$］ D14BE4F G H $&$8 %&’() ) *$&+ ) ,-.. ) /0""-1231 ) 4&"( ) 5(6. )

!" "*,
［"］ IJ=?01K5@L M $&8’ *’"& 43’( ) #$ ’*
［*］ :5J N $&&$ 7’- ) -1 8(-1 ) %& 9$&
［9］ 345 O P，:5J N，:J1 Q $&&$ *+9&1’3+ *1&:6"-’&: 43’(&1-’.
（M45=50R：M45=50R S0AB5BJB4 12 -4@E01;1RT UF4AA）（50 VE504A4）［梅凤

翔、刘 端、罗 勇 $&&$ 高等分析力学（北京：北京理工大学

出版社）］

［,］ :5 W U $&&* 8:&..-’&: &1+ ;<&1"<= >61&=-’. ?@ 8?1.")&-13+ 76."3=.

&1+ A(3-) 76==3")-’&: 5)?B3)"-3.（ M45=50R：M45=50R U1;TB4@E05@

X05K4FA5BT UF4AA）（50 VE504A4）［李子平 $&&*经典和量子约束系

统及其对称性质（北京：北京工业大学出版社）］

［’］ VE40 P Y，:5 Q 3 "++* 8(-1 ) 5(6. ) ’( &*’

［7］ 345 O P $&&& *BB:-’&"-?1. ?@ C-3 /)?<B. &1+ C-3 *:23D)&. "?

8?1.")&-13+ 43’(&1-’&: 76."3=.（ M45=50R： Z@540@4 UF4AA）（ 50

VE504A4）［梅凤翔 $&&& 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）

［8］ :J1 Z [ "++* *’"& 5(6. ) 7-1 ) $( "&9$（ 50 VE504A4）［罗绍凯

"++* 物理学报 $( "&9$］

［&］ OJ \ :，VE40 : ] "++* 8(-1 ) 5(6. ) ’( ’&,

［$+］ WE?1 Q Q，345 O P $&&& 76==3")-3. &1+ #19&)-&1". ?@ 43’(&1-’&:

76."3=.（M45=50R：Z@540@4 UF4AA）（50 VE504A4）［赵跃宇、梅凤翔

$&&& 力学系统的对称性与不变量（北京：科学出版社）］

［$$］ :JB.^T 3 $&7& E ) 5(6. ) *：4&"( ) /31 ) ’( &7*
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