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利用代数 *+,-+ ./01,2方法在可积开边界条件下推广了 ! 形变玻色子模型，得到可积开边界条件下此模型的
哈密顿量及其本征方程 3该工作可为在更小尺度下研究具有相互作用的玻色子系统提供有效的理论基础 3
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!国家自然科学基金（批准号："#)!(#$(）资助的课题 3

" 5 引 言

近年来具有 ! 形变的玻色子模型［"］被广泛关
注，其主要原因是在实验中对玻色6爱因斯坦凝聚的
观测［&，)］以及由此而引起的原子激光领域的研

究［$，(］3这些实验所处理的系统都可以归结为具有相
互作用的玻色子系统［’］，在理论上可以引入 ! 形变
玻色子模型［!，4］来描述这类具有相互作用的玻色子

系统，同时发现这个模型是精确可积的［%］，但是目前

对这类系统的研究主要是在周期性边界条件下［"#，""］

展开的 3为了在更小尺度下描述这类系统的更加丰
富的行为，必须在开边界条件下推广 ! 形变玻色子
模型 3
可积模型的开边界处理方案由 789:1/;/ 提

出［"&］，其方案的核心是反射方程，此方程是开边界

情况下可积性的充分条件 3尽管 789:1/;/ 的方案只
适用于一些具有特殊对称性的 " 矩阵，然而现在已
经证明其方案可以推广于具有任意 " 矩阵的可积
系统 3
本文首先概述周期性边界条件下的 ! 形变玻

色子模型，然后根据推广后的 789:1/;/方案将 ! 形
变玻色子模型推广于可积开边界，并利用 *+,-+
./01,2方法得到可积开边界条件下此模型的的转置
矩阵、哈密顿量及其本征方程 3这将为在更小尺度下
研究具有相互作用的玻色子系统提供有效的理论

基础 3

& 5 周期性边界条件下的 ! 形变玻色子
模型

为了在后面便于讨论，首先在此简述周期性边

界条件下的 ! 形变玻色子模型的结论［"#］3其模型的
哈密顿量由下式定义：

#! < = "
&"

$

% < "
（&>

%&%?" ? &%&>
%?" = &’%），（"）

&%，&>
% 和 ’% 是作用在第 % 个格点上的局域量子算

子，其周期性边界条件为 $ ? " < "3算符 &%，&>
% 和

’% 满足 ! 玻色子代数
［’(，&>

)］< &*
(!()，［’(，&)］< = &(!()，

［&(，&>
)］< ! =&’(!() 3 （&）

算符 ’% 满足幺正性即’% < ’*
%，形变因子 ! < +"，其

中"为大于 #的实数 3
进而可以定义总粒子数算符，并且由对易关系

式（&）可证明其与哈密顿量（"）对易，即

)

’ < "
$

% < "
’%，［#!，

)

’］< #3

由 &) #〉) < #可定义局域 @AB8真空态 3在局域 @AB8
空间中可以得到 ! 形变玻色子代数的具体表示，并
得到其对归一化态的操作如下：

&*
) %)〉) <［%) ? "］"C& %) ? "〉)，

&) %)〉) <［%)］
"C& %) = "〉)，

’) %)〉) < %) %)〉)，

整个系统的 @AB8 真空态可定义为 #〉< #
$

) < "
#〉，
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正交归一态为

!〉! !
"

# ! "
!#〉# ! !

"

# ! "
（［!#］！）

#"$%（$&
#）

!# ’〉，

其中［!］! " # % #%!

" # % #% ，［!］！! !
!

& ! "
［ &］(

% 形变玻色子模型在周期性边界条件下被证明
是精确可积的，可以定义其在 ’!" () 空间中的 *
算符为 *!，)，其中 ’! 为第 ! 个量子空间，() 为辅助

空间，同时 () ! +% ( *!，)在辅助空间 () 中的表示可

以写为

*!，)（!）!
)! "$&

!

"$! )#( )!
，

其中" ! " # %# # %，谱参量!$ ,，算符 * 满足 *+,-.
/+01)2方程

-"%（!，#）*!，"（!）" *!，%（#）

! *!，%（#）" *!，"（!）-"%（!，#）， （3）
-"%作用于 (""(%（("，(% 为辅助空间），其表示为

-"%（!，#）!

.（#，!） ’ ’ ’
’ /（#，!） % ’
’ %#" /（#，!） ’
’ ’ ’ .（#，!











）

，

（4）

.（!，#）!
56,7（! ## 8$）

56,7（! ##）
，

/（!，#）!
56,7$

56,7（! ##）
(

进而可以定义单值矩阵在辅助空间中的表示为

0"，)（!）! *"，)（!）⋯*"，)（!）!
)（!） 1（!）
,（!） 2（!( )） (

由（4）式可证明单值矩阵也满足 *+,-./+01)2方程即
（3）式 (
相应的转置矩阵为%（!）! )（!）8 2（!），根据

量子反散射理论［"3］由转置矩阵可以构造包括系统哈

密顿量在内的所有守恒量，并且如果知道其在相应本

征态下的本征值就可以得到系统的能谱及其他守恒

量的本征值，从而清晰地了解系统的动力学性质 (
由 /)17) 9,5+1:方法可以得到 % 形变玻色子模

型在周期性边界条件下的转置矩阵及相应的本征态

和本征值，其结论已由 /;-;<6=>;?给出［"’］，此处不再
详述 (

3 @ 可积开边界条件下的 % 形变玻色子
模型

本文的目标是在可积开边界条件下讨论 % 形
变玻色子模型，并根据 /)17) 9,5+1:方法得到其转置
矩阵及在相应本征态下的本征值 (由此便可以得到
包括系统哈密顿量在内的所有守恒量，从而了解 %
形变玻色子模型在开边界条件下的各种性质 (
为了便于计算定义

%-"%（! ##）! 3"% -"%（! ##），
%-%"（! ##）! 3"%%-"%（! ##）3"% &%-"%（! ##），
34#是作用在 (4"(# 上的交换算符 (直接计算可以验
证%-（!##）满足幺正性如下：

%-"%（! ##）·%-%"（# #!）!&· 54A4，

& ! 56,7%（# #!）# 56,7%（$）
56,7%（# #!）

(

同时%-（!##）满足交叉幺正性如下：
%-6""%（! ##）·%-

6"%"（# #! 8 %$）! 54A4 (
由上式可知交叉参数’! #$(
为了描述系统在可积开边界条件下的行为，定

义边界反射矩阵 7 #，7 8 其分别满足边界 *+,-.
/+01)2方程
%-"%（! ##）7

"
#（!）%-%"（# 8!）7%

#（#）

! 7%
#（#）%-"%（! 8#）7

"
#（!）%-%"（## 8!）， （B）

%-"%（#! 8#）7
"
8（!）%-%"（## #! 8 %$）7%

8（#）

! 7%
8（#）%-"%（#! ## 8 %$）7"

8（!）%-%"（# #!）(
（C）

将 % 形变玻色子模型的%-"%，%-%"代入（B），（C）式，可
以解得

7 #（!）!
56,7（(# 8!） 1 # 56,7（%!）
, # 56,7（%!） 56,7（(# #!

[ ]
）
， （D）

7 8（!）!
56,7（(8 #! 8$） 1 8 56,7（%! # %$）
, 8 56,7（%! # %$） 56,7（(8 8! #$

[ ]
）
，

（E）
其中(#，1 #，, #，(8，1 8，, 8为边界参量 (在下面的
讨论中我们假设在 7 #与 7 8中，1 # ! 1 8 ! , # ! , 8

! ’，这样考虑的物理背景是孤立子解在边界进行了
完全的反射 (这样（D）式可以写为

7 #（!）!
56,7（(# 8! 8$$%） ’

’ 56,7（(# #! #$$%[ ]
）

(
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为了方便下面的计算，将 ! 算符推广于非均匀
链情况，定义 !"，#为

!"，#（! !，"$）"
#!$"$ #%

%
"

#%" #$!&"( )$
，

此时不同格点上的谱参量是不同的，因为对不同格

点上的谱参量进行了不同的平移，平移量为"$ ’由
于 ()*+,-)./#0方程（1）中散射矩阵仅仅依赖于谱参
量之差，因此重新定义的 !"，#算子的交换关系依然

由（1）式所确定 ’周期性边界条件下单值矩阵为
&’，#（!，｛"$｝’）" !’，#（’!，"’）⋯!2，#（2 !，"2）’
进一步可以定义开边界条件下的单值矩阵为

(（!，｛"$｝’）" &（!，｛"$｝’）) $（!）

3 & $2（$!，｛"$｝’）， （4）
其中 & $ 2（!，｛"$｝’）可以用聚合的方法得到

& $2（!，｛"$｝’）"$*·& +（! &%，｛"$｝’）·$$2
*

·［5#/*&（!，｛"$｝’）］
$2， （26）

$* "
6 2

$ * $2[ ]6 ，
同时为了形式上的对称将!!!&%78，则表达式（4）
可以表达为

(（!，｛"$｝’）" & ! & %8，｛"$｝( )’ ) $ ! & %( )8 $*

3 & + $! & %8，｛"$｝( )’$$2
* *’&8"

’
$ " 2 ,$ ’

开边界条件下的单值矩阵在辅助空间中仍然是 8 3
8矩阵，分别将

( "
- %[ ]. /
，& "

# 0[ ]1 2
代入（4）式，可得如下关系：

-（!，｛"$｝’） [" 9!*: &$ &! & %( )8 (#! & %8，

｛"$｝ )’ 2 $! & %8，｛"$｝ ]( )’

$ * $2 9!*: &$ $! $ %( )8 (0! & %8，

｛"$｝ )’ 1 $! & %8，｛"$｝( ) ]’ *’&8"
’
$ " 2 ,$，

（22）

/（!，｛"$｝’） [" 9!*: &$ $! $ %( )8 (2! & %8，

｛"$｝ )’ # $! & %8，｛"$｝( )’

$ *9!*: &$ &! & %( )8 (1! & %8，

｛"$｝ )’ 0 $! & %8，｛"$｝( ) ]’ *’&8"
’
$ " 2 ,$，

（28）

.（!，｛"$｝’） [" 9!*: &$ &! & %( )8 (1! & %8，

｛"$｝ )’ 2 $! & %8，｛"$｝( )’

$ * $2 9!*: &$ $! $ %( )8 (2! & %8，

｛"$｝ )’ 1 $! & %8，｛"$｝( ) ]’ *’&8"
’
$ " 2 ,$ ’

（21）
为了得到开边界转置矩阵在其相应本征态下的

本征值，首先必须构造开边界的真空态及转置矩阵

在真空态下的本征值 ’在周期性边界条件下 ;<=>真

空态为 6〉" #
’

3 " 2
6〉3 ，将 &（!，｛"$｝’）作用于 ;<=>

真空态上可得

&（!，｛"$｝’）6〉"
#.?（’! $"

’

$ " 2"$）6〉 6

6 #.?（$ ’! &"
’

$ " 2"$）6









〉
，

由此可知

#（!，｛"$｝’）6〉" #.?（’! $"
’

$ " 2"$）6〉，

2（!，｛"$｝’）6〉" #.?（$ ’! &"
’

$ " 2"$）6〉，

1（!，｛"$｝’）6〉" 6’
（2@）

将 .（!，｛"$｝’）即（21）式作用于 ;<=>真空态上，并

将（2@）式代入可得
.（!，｛"$｝’）6〉" 6’

所以开边界条件下的 ;<=>真空态就是周期性边界
条件下的 ;<=>真空态，进而可得

-（!，｛"$｝’）6〉" 9!*: &$ &! & %( )8 #8’ !&%( )8 6〉，

（2A）
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!（!，｛""｝#）!〉" #$%& #’ ’! ’ $( )(

) *’# !+$( )( *# ’!+$( )( $# !〉

’ $,+# #$%& #’ +! + $( )(

) % ! + $( )( & ’! + $( )( !〉-

（,.）
由 ’（!，｛""｝#）中元素的对易关系，（,.）式可以进一
步化简为

!（!，｛""｝#）!〉" ,
#$%&（(!）

#$%&（(! +$）

) #$%& #’ ’! + $( )( *’(# !’$( )( !〉

’ #$%&$
#$%&（(!）

(（!，｛""｝#）!〉，

则定义!! " ! + #$%&$
#$%&（(!）

(，代入（,.）式可得

!!（!，｛""｝#）!〉" #$%&（(! +$）
#$%&（(!）

) #$%& #’ ’! + $( )( *’(# !’$( )( !〉- （,/）

接下来利用 0*1&* 2%#314方法构造转置矩阵的
本征态 )（%,，｛""｝#）⋯)（%*，｛""｝#） !〉及其本征
值 -将开边界的单值矩阵 +（!，｛""｝#）代入边界

53%670381*9方程（:）中，并且将 ! "!! ’ #$%&$
#$%&（(!）

(

代入+（!，｛""｝#）中，可得对易关系

(（!）)（%）"
#$%&(（! +$）’ #$%&(%

#$%&(! ’ #$%&(%
)（%）(（!）

’ #$%&$#$%&（(% +$）
#$%&（! ’%）#$%&（(!）

)（!）(（%）

+ #$%&$
#$%&（% +!）

)（!）!!（%）， （,;）

!!（!）)（%）"
#$%&(（! ’$）’ #$%&(%

#$%&(! ’ #$%&(%
)（%）!!（!）

+ #$%&$#$%&（(! ’$）
#$%&（! ’%）#$%&（(!）

)（!）!!（%）

’ #$%&$#$%&（(% +$）#$%&（(! ’$）
#$%&（% +!）#$%&（(%）#$%（(!）

) )（!）(（%）- （,<）
在（,;），（,<）式中由于"" 并不影响对易关系，故并

未将其明显写出 -开边界时的转置矩阵定义为
&（!，｛,"｝#）" 19- +（!）+（!，｛""｝#）

" #$%&（(! ’$）
#$%&（(!）

#$%& #+ ’! ’ $( )(

) (（!，｛""｝#）+ #$%& #+ +! ’ $( )(

)!!（!，｛""｝#）- （(!）
将转置矩阵作用于本征态 )（%,，｛""｝#）⋯ )（%*，

｛""｝#） !〉上，并利用对易关系式（,;），（,<）以及

(（!，｛""｝#），!!（!，｛""｝#）在 =>?@真空态上的本征
值（,:），（,/）式，可以得到&（!，｛""｝#）作用于态

)（%,，｛""｝#）⋯)（%*，｛""｝#）!〉上的本征值为

’ " *(# !+$( )(
#$%&（(! ’$）

#$%&(!
#$%& #’ +! + $( )(

) #$%& #+ ’! ’ $( )( "
*

" " ,

#$%&(（! +$）’ #$%&(%"

#$%&(! ’ #$%&(%"

+ *’(# !’$( )(
#$%&（(! +$）

#$%&(!
#$%& #’ +! ’ $( )(

) #$%& #+ ’! + $( )( "
*

" " ,

#$%&(（! ’$）’ #$%&(%"

#$%&(! ’ #$%&(%"
，

其中谱参量｛%"｝是如下 0*1&* 2%#314方程的解：

"
*

. " "#,

#$%&(（%" +$）’ #$%&(%.

#$%&(（%" ’$）’ #$%&(%.

" *’A#%"

#$%& #+ +%" ’ $( )( #$%& #’ ’%" + $( )(

#$%& #+ ’%" ’ $( )( #$%& #’ +%" + $( )(

-

至此，我们得到开边界条件下 $ 形变玻色子模
型的转置矩阵及其本征方程，和相应的 0*1&* 2%#314
方程 -
可以将转置矩阵&（!，｛""｝#）按如下方式展开：

&（!，｛""｝#）" $
#+,

/ " ’#’,
0/ *( /!， （(,）

各个 0/ 及其组合构成系统的守恒量 -由（(!）式及

（(,）式，并且令", ""( "⋯ """ "
,
($可得到开边

界条件下系统的哈密顿量为

’ (1)
$ + (

)

2 "$
#’,

* " ,
（) +

* )*+, + )*) +
*+,）

+ ,
(（$

’, ) +
, ), + $), ) +

,）*8B（’ (#’）

+ ,
(（$

’, ) +
#)# + $)#) +

#）*8B（(#+）-

上式中第二、三项分别代表右、左边界项 -

A C 讨 论

本文利用代数 0*1&* 2%#314方法在开边界条件
下推广了 $ 形变玻色子模型，得到开边界条件下此
模型的转置矩阵、本征方程及其哈密顿量 -这将为在
更小尺度下研究具有相互作用的玻色子系统提供有
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效的理论基础 !
本文假设边界反射矩阵 ! "，! # 为对角形式，

然而更加一般的情形是 ! "，! # 为非对角形式，其

所对应的物理背景是孤立子解在边界不但有反射还

有透射 !此时由于无法构造转置矩阵的本征态，所以
代数 $%&’% ()*+&,方法将不再适用 !如何在这种情形
下得到系统的哈密顿量及能谱将成为下一步值得研

究的问题 !
当 "!-时，" 形变玻色子模型转化为普通的玻

色子模型，这个模型可以用来描述玻色子气体；当 "
!.时，" 形变玻色子模型转化为相模型，这个模型
可以用来描述强耦合的玻色子系统 !在下一步的工
作中我们将把可积开边界的结论推广于相模型中，

相关工作将在后续文章中报道 !

［-］ /012*’ 3 3，4+5+62)*67 8 9 -::; # ! $%&’ ! ( !" <-=
［>］ ()?%@*A) BC，8)*’%@ D E，B+&&%F* B E，G2%5+) H 8，HA@)%11 8

( -::= ()*+,)+ !#$ -:I
［J］ K5+5AL10 (，M%F%)*&%2) B，NA0 M -::O $%&’ ! -+. ! /+00 ! %&

>=-- !
［<］ B%F%* B P，()?%@*A) B E，/0@) 4 B，40@Q%% 4 R，SAF)*%)? H

T，/%&&%@1% G -::O $%&’ ! -+. ! /+00 ! %& =I>
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［W］ $ALA120VAU X B，K,%@L2) ( T，/2&+)2)% X (，3@A)6A ( T，S25A)%)
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［O］ R0 T Y，H’%) M Z，H’%) D H >;;J 12+, (&’0+3’ 4 5,678390*7,

:&,93*)’ () -J=
［I］ R’0 N T，H’%) D H，H’%) M Z >;;> $%&’ ! /+00 ! ( !$! J;:
［:］ $ALA120VAU X B，$011A0L’ E /，3+)L T 4 -::J $%&’ ! -+. ! $ *%

--<:=
［-;］ $ALA120VAU X B，K,%@L2) ( T，/2&+)2)% X ( -::I ;<)=+98 $%&’*)’
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