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对圈量子引力中标架度量矩阵算符对 I*J>>编织态的作用为本征作用，提供了完整的证明 &求得了全部标架度
量矩阵算符的表示矩阵，及其期望值 &利用自旋几何定理，在内腿颜色 ! K ,和 ! K #两种情况下，算得了 I*J>>编织
态顶角毗邻的 +条腿（" K !）的相位位形切方向间的全部夹角，以及切矢量的长度 &

关键词：度量算符的表示矩阵，度量期望值，切方向间夹角，切矢量长度
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!国家自然科学基金（批准号：!,#G-,##）资助的课题 &

" LE5*:<：<:*6MHG#//$N >(9J& ;(5 *6) ;M>9*(N D*9((& ;(5& ;6

! O 引 言

圈量子引力的重要成果之一，是给出了空间体

积与面积量子化的描述［!—$］&当物理学的考查从微
观普郎克尺度出发向宏观发展时，时空的量子离散

性将向半经典的连续性过度 &实现这一过度的最好
方法，目前认为是利用自旋网态的编织［+］&用于编织
空间的自旋网态（编织态），是作为体积与面积算符

的本征态进行 $维“累积”而编织空间的［-］&在哈密
顿约束下编织态演化的一维动力学经历，便是时间 &
时间也是量子化的，并且量子化的时间自身是有生

衍历史的 &而时空本身则是量子力学意义下态的动
力学组合关系系统 &文献［#，$］用代数方法给出了自
旋网的腿“刺出”的曲面量子化面积与任意价顶角贡

献的离散体积两者的统一手段描述 &清除了一些文
献中使用的方法的不统一以及结果上的不一致 &
用态的位形进行编织是由文献［.］给出 &该文明

确了平坦空间的通常度量可通过几何算符的作用被

赋予 &后来研究发现，这种几何算符只能是面积与体
积算符［!，+］&
通过重叠不同基（态）的顶点，进而逐点编织空

间区域的方法，即 I*J>> 编织，近年来也得到了开
展［G］&时空做 $ P !分解后得到的 $维空间!中的区
域 # 中的 I*J>>编织态通常写成 $ K "#"#$#，而

$# K#
Q

% K ,
&%$%为在顶角#的I*J>>编织态 &#为用

以张成 $#的基$% 的顶角 &对于 I*J>>编织而言，在
基$% 的顶角#上可定义另一类几何算符，即标架度
量 &它可以给出被编织空间区域 # 的 I*J>>编织态
的度量，从而使 I*J>>编织态自身成为具有度量的
态 &这对研究 I*J>>编织的进一步结果将具有意义 &

I*J>>编织已有一些探讨［/，H］，然而所见的某些
结果并不够完整和正确［!,］&本文通过首尾一贯的计
算，全面给出了标架度量矩阵算符对 I*J>>编织态
（以基$%代表）的作用为本征作用的完整证明，详细

求得了度量矩阵算符的每一矩阵表示式，以及它们

的所有期望值 &同时，利用这些结果，按 R163(>1的自
旋几何定理［!!］，计算了（% K !峰值时内腿颜色 ! K
,和 #总共这两种情况下）I*J>>编织态顶角处全部
切方向间的夹角，以及切矢量的长度 &结果表明，这
一思路是可行的 &

# O 度量矩阵算符对角分量 ’(（ )*，)%）
对顶角&! 的本征作用

据作者所识，并无先验的理由保证，标架度量算

符对自旋网态的作用均是本征作用 &这里将通过计
算，完成它对 I*J>>编织态本征作用的严格证明，并
给出全部相关具体结果 &
将基$% 及其展开后的顶角#，写成如下图形形式：
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这里，!"（ #）! !"（ #，#，#，#）是其相伴顶角的正规
化子 " #$%&&编织的标架度量的有关证明将由正规化
顶角!" 开始 "作用在!" 上的标架度量矩阵算符为

$%（ &"，&#）（$）!
’
(［

$%’
"（$）$%

’
#
（$）)"!#］，（’）

这里

$%’
"（$）!

*
+&",-（’

’("$)(
.’
" ）， （(）

并且 /0102034(" ! (&"
，&" 是一端点在顶角$上的线

（段），’’ 为 &*（(）生成元，$) 为圈量子引力中的体积
算符 "

!"#" 算符 !"（ #$，#$）对!$ 的本征作用

首先，计算 /0102034( . ’
5 对 *顶角!"（#，#，#，#）

的作用，即

（6）

这里，()（#）! ’，(.（#）! . +
+ ) ’ "将体积算符

$) 对（6）式最后一图的作用写成

（*）

并且，将颜色为 ’的小腿看成自由腿，且以 ’7记之，如（*）式所示，则体积算符 $) 将不对该腿作用 " $) 对（*）式
中的 8顶角!#"的作用将由下式给出：

$)!#" ! "
&，,

)&,
#"!&,， （8$）

这里

（89）

从而（*）式变为

$)(.’
5!" ! "

- ! :’
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&，,
(-（#）!"（#）

!&,)&,
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现在考虑!!"! 对（"）式中的图的作用，有

将如上结果代入（#）式，得到

#"!
!#$ $ %

&$$!% $ ’(
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%%（(）)$（(）

)&’*&’
($

)( )
($
（()，( * %，(，(，(）

（+）

将 #"!
! 对（+）式再施行一次作用，并将所得结果代入（(）式，可得

#+（ &!，&!）#$ $ , ("
（$$）#!% $ ’(

!
&，’
!
, $ ’(
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这里
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最后，将得到度量矩阵算符分量 !"（ #!，#!）对态!$ 的作用为本征作用的如下表式：

!"（ #!，#!）!$ " !
%
"（ #!，#!）（ &）$%!%， （#$）

式中度量分量算符 !"（ #!，#!）的表示矩阵元为

"（ #!，#!）（ &）$% " % #
（"$）&!’ " ’(

!
#，(
!
) " ’(
#’（&）#)（ #）

*$

*( )
%
（&）

)
*#(+#(

&$

*( )
&$
（(*，& + ’，&，&，&）

*&%+&%
#(

*( )
#(
（(*，, # + ) ,，&，&，&）

)
-./

# & & + ’[ ]( ( &
-./

& # , # + ) ,[ ]( ( &
!&$（&，&，#） 0 （#1）

!"!" 度量矩阵算符其余对角分量对!! 的本征作用

与前面类似，23435367, % (
( 对顶角!$（&，&，&，&）的作用可给出如下：

这里指出，为了实施体积算符 !+ 对上式的作用，必须在被作用的图形遵守一贯规则的形式下进行，故与其他文
献（如文献［(!］）不同，本文应用重耦定理［(&］，将上式最后无法直接经受 !+ 的作用的图，变成如下等价形式：

（8）
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式中
! ! "{ }! ! #

为 !" $ 记号 #（$）式中最后一图，与（%）式最后一图的形式相当，这样才可以经受体积算符 %& 的

作用 #从而，算符 %!’
& 中其他因子对（$）式的作用结果与 %!’

’ 的作用是不同的，在最后结果中将出现 !" $ 记号，

它是在有关 (顶角（&)，! * (，!，!，!）的计算中出现的 #从而算符 %)（ *&，*&）对"# 的本征作用将求得如下：

%)（ *&，*&）"# + !
+
)（ *&，*&）（ !）#+"+，

式中表示矩阵元

)（ *&，*&）（ !）#+ + , -
（##）.!( + /&

!
*，,
!
- + /&
$(（!）$-（ *）

.#

.( )
+
（!）

0 !
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! ! "{ }! ! #
.*,&*,
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.( )
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（&)，! * (，!，!，!( )）

0
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*,

.( )
*,
（&)，1 * * - 1，!，!，!）

234
* ! ! * ([ ]& & .

234
! * 1 * * - 1[ ]& & .

!!%（ *，.，!） # （&’）

度量矩阵分量算符 %)（ *.，*.）和 %)（ *%，*%）对顶角"# 的作用，可类似地求得，现给出如下：

%)（ *.，*.）"# + !
+
)（ *.，*.）（ !）#+"+，

式中

)（ *.，*.）（ !）#+ + , -
（##）.!( + /&

!
*，,
!
- + /&
$(（!）$-（ *）

.#
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* ! ! * ([ ]& & .

234
! * 1 * * - 1[ ]& & .

!!%（ *，.，!） ；（&&）

以及

%)（ *%，*%）"# + !
+
)（ *%，*%）（ !）#+"+，

式中

)（ *%，*%）（ !）#+ + , -
（##）.!( + /&

!
*，,
!
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$(（!）$-（ *）

.#
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+
（!）
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! ! "5{ }! ! # !"6
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! ! "{ }5 !"

! ! "
! ! "{ }6 .*,&*,

!"

.( )
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0
.!+&!+

*,

.( )
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（&)，1 * * - 1，!，!，!）
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* ! ! * ([ ]& & .

234
! * 1 * * - 1[ ]& & .

!!%（ *，.，!） # （&.）

%7 度量矩阵算符非对角分量 %)（ *&，*’）对顶角"# 的本征作用

算符 %)（ *&，*’）（&"’）对顶角"# 的作用，是通过在不同腿上的二次作用完成的，在计算上与节 &有所不
同 #例如，%)（ *’，*&）对 8顶角"# 的作用，其中 %!’

’ 对"# 的作用将得到与（9）式相同的结果，然而，算符 %!’
& 继

续对（9）式的作用，就不再与前面相同了，须要另行计算 #为此，令
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这样将得到 ! ! "
" 对上图的作用为

上式在体积算符 "# 作用下，变为

"#! !"
" $%

&’ # !
(
!
) # $"
!)（*）!

+

* * +{ }* * ’
,*(#*(

*+

,( )
*+
（"%，* & )，*，*，*( )）

（"’）

（"’）式的右端最后一个图在"%!" 作用下，将变为

（"(）
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由（!"），（!#）式，经整理后，可得

!!"
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!!"

$"# % !&
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这样，!!"
$
!!"

! 对"# 的作用结果，可类似地得到

!!"
$
!!"

!"# % !&
（##）’!$ % (!

!
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,-.
( ( ( * %[ ]! ! ’

%（(，’，(）%（(，’，(） "’ /

将上式及（!0）式代入（!）式，将得到如下本征作用：
!-（ .$，.!）"# % !

’
-（ .$，.!）（ (）#’"’，

式中表示矩阵元

-（ .$，.!）（ (）#’ % 3
（##）’!$ % (!

!
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!
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可类似地得到算符 !-（ .$，.’）和 !-（ .$，."）的本征作用，现直接给出如下：

!-（ .$，.’）"# % !
’
-（ .$，.’）（ (）#’"’，

这里

-（ .$，.’）（ (）#’ % 3
（##）’!$ % (!

!
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!
!"#$"#

"%

!( )
"%
（"#，" $ &，"，"，" ) (） !
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" " %%{ }" " # !%

" " %
" " %{ }%

!
!"’$"’

"%

!( )
"%
（"#，" $ (，"，"，" ) }） &’(

" " " $ &[ ]" " )
&’(

" " " $ ([ ]" " )
!（"，)，"）!（"，)，"） ； （"*）

以及

)*（ ++，+,）", - !
’
*（ ++，+,）（ "）,’"’，

这里

*（ ++，+,）（ "）,’ - .
（#,）)!& - /"

!
( - /"
!

#
$&（"）$(（"）
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（"#，" $ &，"，"，"）
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" " -%{ }" " # !-0
" " -0
" " -{ }% !-

" " -
" " -{ }0 !"’$"’
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!( )
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（"#，" $ (，"，"，"( )）
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" " %%{ }" " , !%0
" " %0
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" " %
" " %{ }0 !"#$"#

"%

!( )
"%
（"#，" $ &，"，"，"( )）

(! !
%

" " %{ }" " #
!"’$"’

"%

!( )
"%
（"#，" $ (，"，"，" ) }）

!
&’(

" " " $ &[ ]" " )
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" " " $ ([ ]" " )
!（"，)，"）!（"，)，"） 1 （".）

算符 )*（ +"，+)），)*（ +"，+,）和 )*（ +)，+,）对顶角", 的作用可进而类似地求得，现将其结果给出如下：

)*（ +"，+)）", - !
’
*（ +"，+)）（ "）,’"’，

式中

*（ +"，+)）（ "）,’ - .
（#,）)!& - /"

!
( - /"
!

#
$&（"）$(（"）

!,

!( )
’
（"）

{! !
%
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!"#$"#

"%

!( )
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-
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!
!"’$"’
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!
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!( )
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!
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)*（ +"，+,）", - !
’
*（ +"，+,）（ "）,’"’，

式中

*（ +"，+)）（ "）,’ - .
（#,）)!& - /"

!
( - /"
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.*)" 物 理 学 报 34卷



(! !
!"

" " !"{ }" " # !!
" " !
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$( )
"!
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!
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" " " % *[ ]# # *
’()

" " " % ’[ ]# # *
!（"，*，"）!（"，*，"） ； （*+）

以及

+,（ -*，-,）") - !
%
,（ -*，-,）（ "）)%"%，

式中

,（ -*，-,）（ "）)% - .
（#)）*!* - /#

!
’ - /#
!

#
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%
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{! !
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$( )
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（#$，" % *，"，"，"( )）

! !
!

" " !{ }" " #
$"%&"%

"!

$( )
"!
（#$，" % ’，"，"，"( )）

% !
("

" " ("{ }" " ) !(&
" " (&
" " ({ }" !(

" " (
" " ({ }& $"#&"#

"(

$( )
"(
（#$，" % *，"，"，"( )）

(! !
!&

" " !&{ }" " # !!"
" " !"
" " !{ }& !!

" " !
" " !{ }"

!
$"%&. "%

"!

$( )
"!
（#$，" % ’，"，"，" ) }） ’()

" " " % *[ ]# # *
’()

" " " % ’[ ]# # *
!（"，*，"）!（"，*，"） 0 （*#）

12 体积算符的通用重耦矩阵表式

体积算符 +& 对 3顶角"")的作用将用（3）式实现，（3）式体积矩阵元 &-#
")本文由下式给出

［#*］：

&-#
") -（#)）

,
*

1 !
［ /01］

2［ /01］
-#

" ")， （**）

这里 2［ /01］
-#
")为重耦矩阵元 0为了求得该重耦矩阵元，我们将首先引入用于任意价顶角的体积算符的通用重

耦矩阵公式如下：

2［ /01］
!
" - $"$!3/3031·"+

45*#,期 邵 丹等：度量算符对 67899编织态的本征作用及自旋几何



! !!!""#"$"%!&!&&!&&&!&’

! !!!""#"$"%!&!&&!&&&!&’

($ "$ ($"#

&$ "$ &$"#{ }
$ $ $

， （$%）

式中 !!，!"为正规化子，! ! &$，⋯，&) & $，" ! ($，⋯，() & $·!&，!&&，!&&&，!&’给出如下：

!& ! &"&#"#$%#"# !
#

* ! $
#(*&( )

*

$（+’，+#，&$）
%&$

!
#&#

* ! $

$（ &*，+*，&*"#）
%&$"

( )
#

()*
(#"# &#"# &#
+# +#

[ ]$
$（(#"#，&#"#，$）

， （$+）

!&& !!
$&#

* ! #"#

()*
(* (*"# $
&*"# &* +[ ]

*

$（(*"#，&*"#，$）
， （$,）

!&&& !
"

&%$
(%

"
&$"#$
($"# !

(&#

* ! $"#

()*
(* (*"# $
&*"# &* +[ ]

*

$（(*，&*，$









）
， （$-）

!&’ ! !
)&$

* ! %"#
#(*&( )

* !
)&%

* ! %"#

$（ &*，+*，&*"#）
%&( )

*

$（ &)&$，+)&$，+)&#）
%&)&$

()*
&% (% &("#
+% +%

[ ]$
$（(%，&%，$）

. （$/）

,0 用于一般 ,顶角计算的重耦矩阵表式

在本文情况下，度量算符中所含有的体积算符

将作用在 ,顶角上，而且 ,顶角中颜色为 #的小腿 #1

将为 ,- 视而不见，所以 ,- 只有 +个抓的三元组施加
在这种一般 , 顶角上，这些三元组将是“#$%”，
“#$+”，“#%+”和“$%+”.下面将计算体积算符 ,- 通
过如上+个三元组对一般 , 顶角作用而得的重耦
矩阵 .

! "#$#［#%&］"!

此种情况下，（$%）式中的 # ! #，$ ! $，% ! %，
此时的抓法将由下图给出：

（$2）

且有!&& !!&&& ! #，! ! &# &$，" ! (# ($ .故由（$%）式，有

.［#$%］ "
! ! !!!""# "$ "%!&!&’

($ +$ (%

&$ +$ &%{ }
$ $ $

，

（$3）
式中

!"（+’，⋯，++）!
!

%

* ! $%(*

!
%

* ! #$（(*，+*，(*"#" ）
， （%’）

!!（+’，⋯，++）!
!

%

* ! $%&*

!
%

* ! #$（ &*，+*，(*"#" ）
， （%#）

!& ! &"&$$($

()*
($ &$ &#
+# +#

[ ]$
$（&$，$，($）

! &
()*

($ &$ &#
+# +#

[ ]$
$（&$，$，($） "

&$$($
，

（%$）

!&’ !
()*

&% (% &+
+% +%

[ ]$
$（(%，$，&%）

. （%%）

将（%’）—（%%）式代入（$3）式，将得到抓三元组［#$%］
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对应的重耦矩阵如下：

!［!"#］ !
" $

!""!"#!#"!##

"（ "!，$!，""）"（ ""，$"，"#）"（ "#，$#，"%）"（#!，$!，#"）"（#"，$"，##）"（##，$#，#%! ）
（& !）#"""#"

’ $! $" $#

()*
#" "" "!
$! $!

[ ]"
"（ ""，"，#"）

()*
"# ## "%
$# $#

[ ]"
"（ "#，"，##）

#" $" ##

"" $" "#{ }
" " "

， （#%）

式中 "! $ #! $ $+，"% $ #% $ $% ,

! "#$#［%#&］!"

此时，因 % $ !，& $ "，’ $ %，相应的抓法图为

因此时有$"" $$"( $ !，对于抓的三元组［!"%］，其重
耦矩阵为

!［!"%］ !" $ )")!*!*"*%$"$"""

#" $" ##
"" $" "#{ }
" " "

，（#-）

式中

$" $
()*

#" "" "!
$! $!

[ ]"
"（ ""，"，#"）

（&#"""#"
）， （#.）

$""" $
#"%"#%

#"#"##

()*
## #% "
"% "# $[ ]

#

"（##，"#，"）

$
()*

## #% "
"% "# $[ ]

#

"（##，"#，"）
& !
#"#"##

, （#/）

将（#+），（#!），（#.）和（#/）式代入（#-）式，将有

!［!"%］ !
" $

!""!"#!#"!##

"（ "!，$!，""）"（ ""，$"，"#）"（ "#，$#，"%）"（#!，$!，#"）"（#"，$"，##）"（##，$#，#%! ）

（& !）"#"+"#"

#"#"##

’ $! $" $%

()*
#" "" "!
$! $!

[ ]"
"（ ""，"，#"）

()*
## #% "
"% "# $[ ]

#

"（##，"#，"）

#" $" ##

"" $" "#{ }
" " "

， （#0）

! "’$#［#’&］!" 和#［%’&］!"
通过类似地计算，这两个重耦矩阵亦可以得到，现将其结果直接给出如下：

!［"#%］ !
" $

!""!"#!#"!##

"（ "!，$!，""）"（ ""，$"，"#）"（ "#，$#，"%）"（#!，$!，#"）"（#"，$"，##）"（##，$#，#%! ）

’ $" $# $%%#"""

"（$+，$!，""）
!""

()*
## "# ""
$" $"

[ ]"
"（##，"#，"）

## $# #%

"# $# "%{ }
" " "

（& !）#"#"##
， （#1）

和

!［!#%］ !
" $

!""!"#!#"!##

"（ "!，$!，""）"（ ""，$"，"#）"（ "#，$#，"%）"（#!，$!，#"）"（#"，$"，##）"（##，$#，#%! ）

’ $! $# $%（& !）#"""#"

()*
#" "" "!
$! $!

[ ]"
"（ ""，"，#"）

()*
#" "# "
"# "" $[ ]

"

"（##，"#，"）

## $# #%

"# $# "%{ }
" " "

， （%+）
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!" #顶角（$% ，&，$，$，$）的重耦矩阵元

对 ’()**编织而言，! + $ 和 ! + & 将给出用基

!! 进行顶角编织时的峰值 ,当 ! - & 时，对应的!!

将因其相应系数 "! 的急剧减小，而对编织起的作用

极大地减弱 ,本文将给出 ! + $时的有关证明，! 为
其余值时的证明可类似地进行 ,当 ! + $时，由自旋
网 .顶角相容原理可知，此时有 # + /和 # + &两种
情况，本文（与其他文献不同）将全部计算之 ,在 ! +

$情况下，本文出现的 #顶角（$%，! 0 $，$，$，$）和（$%，

1 % 0 & 1，$，$，$）均将只有三种可能：（$%，/，$，$，$），

（$%，&，$，$，$）和（$%，2，$，$，$）,由于顶角（$%，2，$，$，$）

在算符 ’( 作用下为零，故下面将只需计算顶角（$%，

/，$，$，$）和（$%，&，$，$，$）对应的重耦矩阵 ,对于顶角

（$%，&，$，$，$），它的图为

（2$）

! "#$ 重耦矩阵 !［#%&］"% "&#% #&
的矩阵元

由于图（2$）中的双重内腿 )& ). 的颜色组合可
取为 $/，$&和 .&三种，利用（.2），经过计算后，可得
到本文所用的该重耦矩阵的如下矩阵元：

*［$&.］$/
$/ + "$"/"$"/

#（$，&，$）#（$，$，/）#（/，$，$）#（$，&，$）#（$，$，/）#（/，$，$! ）
（3 $）&

4 &
567

$ $ $[ ]& & &
#（$，&，$）

567
/ / $[ ]$ $ &

#（/，&，/）

$ $ /
$ $ /{ }
& & &

+ /，

*［$&.］$&
$/ + "$"&"$"! /

1#（$，&，$）#（$，$，&）#（$，$，/）1
&
567

$ $ $[ ]& & &
#（$，&，$）

567
/ & $[ ]$ $ &

#（&，&，/）
（3 $）&

$ $ &
$ $ /{ }
& & &

+ &
. !.，

*［$&.］.&
$/ + "$"/"."! &

1#（$，&，$）#（$，$，/）#（$，&，.）1
&
567

. $ $[ ]& & &
#（$，&，.）

567
/ & $[ ]$ $ &

#（&，&，/）
（3 $）&

. $ &
$ $ /{ }
& & &

+ 3!!!，

*［$&.］$/
$& + "$"&"$"! /

1#（$，&，$）#（$，$，&）#（$，$，/）1
&
567

$ $ $[ ]& & &
#（$，&，$）

567
& / $[ ]$ $ &

#（/，&，&）
（3 $）&

$ $ /
$ $ &{ }
& & &

+ 3 &
. !.，

*［$&.］$&
$& + "$"&"$"! &

1#（$，&，$）#（$，$，&）#（&，$，$）1
&
567

$ $ $[ ]& & &
#（$，&，$）

567
& & $[ ]$ $ &

#（&，&，&）
（3 $）&

$ $ &
$ $ &{ }
& & &

+ /，

*［$&.］.&
$& + "."&"$"! &

1#（$，$，&）#（$，$，&）#（$，&，.）1
&
567

. $ $[ ]& & &
#（$，&，.）

567
& & $[ ]$ $ &

#（&，&，&）

. $ &
$ $ &{ }
& & &
（3 $）&
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! "!##，

!［$#%］$&
%# ! !$!&!%!! #

’"（$，$，#）"（$，$，&）"（$，#，%）’
#
()*

$ % $[ ]# # #
"（%，#，$）

()*
# & $[ ]$ $ #

"（&，#，#）
（" $）#

$ $ &
% $ #{ }
# # #

!!++，

!［$#%］$#
%# ! !$!#!%!! #

’"（$，$，#）"（$，$，#）"（$，#，%）’
#
()*

$ % $[ ]# # #
"（%，#，$）

()*
# # $[ ]$ $ #

"（#，#，#）
（" $）#

$ $ #
% $ #{ }
# # #

!!##，

!［$#%］%#
%# ! !%!#!%!! #

’"（$，#，%）"（$，#，%）"（$，$，#）’
#
()*

% % $[ ]# # #
"（%，#，%）

()*
# # $[ ]$ $ #

"（#，#，#）
（" $）#

% $ #
% $ #{ }
# # #

! &,
从而，相应的重耦矩阵可写成

!［$#%］ "# "%## #%
!

!［$#%］$&
$& !［$#%］$#

$& !［$#%］%#
$&

!［$#%］$&
$# !［$#%］$#

$# !［$#%］%#
$#

!［$#%］$&
%# !［$#%］$#

%# !［$#%］%#











%#

!

& !# %
% "!++

" #
% !% & "!#-#

! !













+-+ #-# &

, （.#）

!"#" 其余重耦矩阵的矩阵元

用与得到重耦矩阵 !［$#%］"# "%## #%
的矩阵元（.#）类似的方法，可求得其他各重耦矩阵表式的矩阵元如下：

!［$#.］ "# "%## #%
!

!［$#.］$&
$& !［$#.］$#

$& !［$#.］%#
$&

!［$#.］$&
$# !［$#.］$#

$# !［$#.］%#
$#

!［$#.］$&
%# !［$#.］$#

%# !［$#.］%#











%#

!

& #
% !% "!++

" #
% !% & "!#-#

!+
+

!#
#















&

， （.%）

!［#%.］ "# "%## #%
!

!［#%.］$&
$& !［#%.］$#

$& !［#%.］%#
$&

!［#%.］$&
$# !［#%.］$#

$# !［#%.］%#
$#

!［#%.］$&
%# !［#%.］$#

%# !［#%.］%#











%#

!

& "!%# &

!%
# & &













& & &

， （..）

!［$%.］ "# "%## #%
!

!［$%.］$&
$& !［$%.］$#

$& !［$%.］%#
$&

!［$%.］$&
$# !［$%.］$#

$# !［$%.］%#
$#

!［$%.］$&
%# !［$%.］$#

%# !［$%.］%#











%#

!

& " #
% !% "!+%

#
% !% & &

!+
%















& &

, （./）
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!" #顶角（$% ，&，$，$，$）的重耦矩阵元

#顶角（$%，&，$，$，$）的展开图为

（’(）

此时双重颜色 !) !*应取值为 $&和 $) +类似地计算，
将得到如下重耦矩阵元：

"［$)*］
#) #*
!) !*

,
"［$)*］$&

$& "［$)*］$)
$&

"［$)*］$&
$) "［$)*］$)[ ]

$)

,
& &[ ]& &
，（’!）

"［$)’］
#) #*
!) !*

,
"［$)’］$&

$& "［$)*］$)
$&

"［$)’］$&
$) "［$)*］$)[ ]

$)

,
& &[ ]& &
，（’-）

"［$*’］
#) #*
!) !*

,
"［$*’］$&

$& "［$*’］$)
$&

"［$*’］$&
$) "［$*’］$)[ ]

$)

,
& &[ ]& &
，（’.）

"［)*’］
#) #*
!) !*

,
"［)*’］$&

$& "［)*’］$)
$&

"［)*’］$&
$) "［)*’］$)[ ]

$)

,
& !*

)

/!*)











&
+

（#&）

-" 体积算符 $% 的期望值矩阵元及正规
化子

如上的重耦矩阵元的计算，是为了最后得到体

积算符 $% 对顶角作用的期望值矩阵元，以便用于本
文的计算 +将（’)）—（’#）式给出的重耦矩阵元代入

（))）式，算符 $% 对顶角（$%，)，$，$，$）作用的期望值矩

阵元，将被算出如下：

%#) #*
!) !*

,

%$&
$& %$)

$& %*)
$&

%$&
$) %$)

$) %*)
$)

%$&
*) %$)

*) %*)











*)

,（!#）
*0)

’

& #
) !! * )

* !! (

#
) !! * & ’

!)

)
* !! ( ’

!

















) &

+（#$）

对于顶角（$%，&，$，$，$），算符 $% 对其作用的矩阵元为

%#) #*
!) !*

,（!#）
*0)

’

& !*!)

!*!)











&

+ （#)）

利用（*&）式，顶角（$%，)，$，$，$）的正规化子为

&$& , /! (
( ，&$) , /! )

* ，&*) , /! $
) +（#*）

顶角（$%，&，$，$，$）的正规化子为

&$& , $
)，&$) , !** + （#’）

." 度量矩阵算符对角分量的期望值

节 $ 与节 ) 证明了标架度量算符对用于进行
12344编织的基"’ 的作用为本征作用，求得了该作

用的矩阵表示式 +下面将求出度量算符这种作用的
期望值 +首先计算度量矩阵算符对角分量“&&”（#,

$, &）的期望值 +在本征方程（-2）中，因 # , &，有 (
, &，故该分量可写成

)（*&，*&）, / -
（!#）)"+ , 5$

"
,，-
"
. , 5$
%+（$）%.（ ,）

&&

&( )
&
（$）

6
&,-%,-

$&

&( )
$&
（$%，$ 7 +，$，$，$）

&$& %$&
,-

&( )
,-
（$%，8 , 7 . 8，$，$，$）

6
9:;

, $ $ 7 +[ ]$ $ )
9:;

$ , 8 , 7 . 8[ ]$ $ )
&$’（ ,，$，)） ， （##）

此处由 *顶角的相容条件知，, , $或 * +当 , , $时，- , &或 )；当 , , *时，- , )+利用"
+ , 5$
和"

. , 5$
展开（##）

式，得到

)（*&，*&）, / -
（!#）)",， [

-
%7（$）%7（ ,）

&,-%,-
$&

&( )
$&
（$%，)，$，$，$）

’-)$ 物 理 学 报 #(卷



!
!"# ""#

#$

!#$
（"$，% # & " %，"，"，"）

’()
# " *[ ]" " *

’()
" # % # & " %[ ]" " *

!""（ #，"，*）

&#&（"）#+（ #）
!#$"#$

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）!"# ""#

#$

!#$
（"$，% # + " %，"，"，"）

!
’()

# " *[ ]" " *
’()

" # % # + " %[ ]" " *
!""（ #，"，*）

&#+（"）#&（ #）

!
!#$"#$

"#

!"#
（"$，#，"，"，"）!"# ""#

#$

!#$
（"$，% # & " %，"，"，"）

’()
# " #[ ]" " *

!""（ #，"，*）

! ’()
" # % # & " %[ ]" " *

&#+（"）#+（ #）
!#$"#$

"#

!"#
（"$，#，"，"，"）

!
!"# ""#

#$

!#$
（"$，% # + " %，"，"，"）

’()
# " #[ ]" " *

’()
" # % # + " %[ ]" " *

!""（ #，"，* ]）
, （-.）

将（-.）式的方括号中的 /项分别记以 %，&，’ 和(，引入前面求得的顶角正规化子，以及用于顶角（"$，*，"，"，

"）和（"$，#，"，"，"）的体积期望值矩阵元（由（-"）和（-*）式给出），我们得到

% 0#&（"）#&（"）
!"# ""#

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）!"# ""#

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）

!
’()

" " *[ ]" " *
’()

" " *[ ]" " *
!""（"，"，*）

&#&（"）#&（"）
!"* ""*

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）

!
!"# ""#

"*

!"*
（"$，*，"，"，"）

’()
" " *[ ]" " *

’()
" " *[ ]" " *

!""（*，"，*）
&#&（"）#&（1）

!
!1* "1*

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）!"# ""#

1*

!1*
（"$，/，"，"，"）

’()
1 " *[ ]" " *

’()
" 1 /[ ]" " *

!""（1，"，*）

0 # &

+! *
1
+! .
.

（$)）12*
/

-
* !! 1 +! .2.

+! *21
（$)）12*

/
-
* !! 1

1
*
（+ *）1

1
* & #

0 + !"- 1
*-.（$)）

1，

& 0#&（"）#&（"）
!"# ""#

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）!"# ""#

"#

!"#
（"$，#，"，"，"）

!
’()

" " *[ ]" " *
’()

" " #[ ]" " *
!""（"，"，*）

&#&（"）#+（"）
!"* ""*

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）

!
!"# ""#

"*

!"*
（"$，#，"，"，"）

’()
" " *[ ]" " *

’()
" " #[ ]" " *

!""（"，"，*）
&#&（"）#+（1）

!
!1* "1*

"#

!"#
（"$，*，"，"，"）!"# ""#

1*

!1*
（"$，*，"，"，"）

’()
1 " *[ ]" " *

’()
" 1 *[ ]" " *

!""（1，"，*）
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! " # $( )%
&

$! &
’
（!!）’(&

)
*
& !! ’

$! +(+

%
&
（!!）’(&

)
!’!&

!’(’

’
& ’
（$ &）’ # $( )’

)

,

$! %
&
（!!）’(&

)
&
’ !! +

$! +(+

$! +
+
（!!）’(&

)
&
’ !! +

$! %(&
（$ )）（$ )）
（$ &）（$ )）

! !’ %* $ !%+ +
&*+ （!!）

’，

" !"$（%）"#（%）
#%" $%"

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）#%" $%"

%"

#%"
（%-，&，%，%，%）

,
./0

% % "[ ]% % &
./0

% % &[ ]% % &
#%$（%，%，&）

#"$（%）"#（%）
#%& $%&

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）

,
#%" $%"

%&

#%&
（%-，&，%，%，%）

./0
% % "[ ]% % &

./0
% % &[ ]% % &

#%$（%，%，&）
#"$（%）"#（’）

,
#’& $’&

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）#%" $%"

’&

#’&
（%-，)，%，%，%）./0

’ % "[ ]% % &

./0
% ’ )[ ]% % &

#%$（’，%，&）

! " $ %
&

!’
’
（!!）’(&

)
!’!&

%
&

$! +
+
（!!）’(&

)
*
& !! ’

$! &(’

’ ’
&

（$ &）’ # "

! !’ %*
&*+（!!）

’，

% !"$（%）"$（%）
#%" $%"

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）#%" $%"

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）

,
./0

% % "[ ]% % &
./0

% % "[ ]% % &
#%$（%，%，&）

#"$（%）"$（%）
#%& $%&

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）

,
#%" $%"

%&

#%&
（%-，"，%，%，%）

./0
% % "[ ]% % &

./0
% % "[ ]% % &

#%$（%，%，&）
#"$（%）"$（’）

,
#’& $’&

%"

#%"
（%-，"，%，%，%）#%" $%"

’&

#’&
（%-，&，%，%，%）

./0
’ % "[ ]% % &

./0
% ’ &[ ]% % &

#%$（’，%，&）

! " # $( )%
& $( )%

&

!’
’
（!!）’(&

)
!’!&

%
&

%
&
（!!）’(&

)
!’!&

!’(’
’·’
（$ &）·’ # "

! !’ ’
&*+（!!）

’ 1

将如上得到的 &，’，" 和% 代入（*+）式，可求得度量矩阵“""”分量的期望值为

(（)"，)"）! $ 2
（!!）&

$ !%* ’ # !’ %* $ !%+ + # !’ %* $ !’ ’[ ]&*+ !!

! %3)4’!! 1 （*4）
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其余对角分量的期望值，可类似地求得，它们是

!（ "!，"!）" #$%&#!#，!（ "%，"%）" !$’()!#，!（ ")，")）" #$%&#!# $

!# * 度量矩阵算符非对角分量的期望值

再作为一个例子，首先给出“#!”分量的期望值计算 $由（!+）式知，该分量的期望值为

!（ "#，"!）"
,
（!#）%!$ " -!

!
% " -!
!

&
"$（’）"%（’）

(#

(( )
)
（’ {） (’&*’&

’#

(’#
（!.，’ / $，’，’，’）

0 !
"

’ ’ +{ }’ ’ &
(’)*’)

’+

(( )
’+
（!.，’ / %，’，’，’( )）

/ !
,

’ ’ ,{ }’ ’ #
(’&*’&

’,

(( )
’,
（!.，’ / $，’，’，’( )）

0 !
,1

" ’ ,1{ }’ ’ & !,2
’ ’ ,2
’ " ,{ }1 !,

’ ’ ,
" ’ ,{ }2 (’)*’)

’,

(( )
’,
（!.，’ / %，’，’，’( ) }）

0
345

% ’ ’ / $[ ]! ! %
345

’ ’ ’ / %[ ]! ! %
#（%，%，’）#（’，%，’）

$ （&,）

令（&,）式中的两项分别为 !!# 和 !#! $对于 !!#，利用!
$ " -!
和!

% " -!
将其展开，有

!!# " ,
（!#）%![

&
"/（!）"/（!）

(! &*! &
!#

(!#
（!.，%，!，!，!）!

+

! ! +
! !{ }& (!# *!#

! +

(! +
（!.，%，!，!，!( )）

0
345

! ! %[ ]! ! %
345

! ! %[ ]! ! %
#（!，!，%）#（!，!，%） /"/（!）"6（!）

(! &*! &
!#

(!#
（!.，%，!，!，! (）!

+

! ! +
! !{ }&

0
(!# *! &

! +

(! +
（!.，#，!，!，!）

345
! ! %[ ]! ! %

345
! ! #[ ]! ! %

#（!，!，%）#（!，!，%） /"6（!）"/（!）

0
(! &*! &

!#

(!#
（!.，#，!，!，!）!

+

! ! +
! !{ }& (!# *!#

’+

(’+
（!.，%，!，!，!( )） 345

! ! #[ ]! ! %
345

! ! %[ ]! ! %
#（!，!，%）#（!，!，%）

/"6（!）"6（!）
(! &*! &

!#

(!#
（!，#，!，!，!）!

+

! ! +
! !{ }& (!# *!#

! +

(! +
（!.，#，!，!，!( )）

0
345

! ! #[ ]! ! %
345

! ! #[ ]! ! %
#（!，!，%）#（!，!，% ]） $ （&7）

将（&7）式的方括号中的 ’项分别记以 -，.，/ 和0 $经分析知，颜色 & 只能取 #或 % $经计算，可得如下结果：

- ""/（!）"/（!）
*!% *!%

!#

(!#
（!.，%，!，!，!）

! ! %{ }! ! %
*!# *!#

!%

(!%
（!.，%，!，!，!）

345
! ! %[ ]! ! %

345
! ! %[ ]! ! %

#（!，!，%）#（!，!，%）

" "& )
%&+（!#）

)，

. ""/（!）"6（!）
*!% *!%

!#

(!#
（!.，%，!，!，!）

! ! %{ }! ! %
*!# *!#

!%

(!%
（!.，#，!，!，!）

345
! ! %[ ]! ! %

345
! ! %[ ]! ! %

#（!，!，%）#（!，!，%）
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! " !# $%
%$#（!!）

&，

" !""（$）"’（$）
#$# #$#

$(

$$(
（$)，(，$，$，$）

$ $ #{ }$ $ #
#$( #$(

$#

$$#
（$)，#，$，$，$）

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

*+,
$ $ #[ ]$ $ #

#（$，$，#）#（$，$，#）

! " !# $%
%$#（!!）

&，

% !""（$）""（$）
#$# #$#

$(

$$(
（$)，(，$，$，$）

$ $ #{ }$ $ #
#$( #$(

$#

$$#
（$)，(，$，$，$）

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

#（$，$，#）#（$，$，#）

! !% &
#%-（!!）

& .

将 %，&，" 和’ 代入（%/）式，可得
($( " (0(1&!! .

对于 (($，经类似计算可得

(($ ! 1
（!!）##) ! 2$

#[
*
"’（$）"’（$）#

+

$ $ +{ }$ $ (
$$ *#$ *

$ +

$$ +
（$)，#，$，$，$( )( )）

3 #
,4

$ $ ,4
$ ${ }* #,5

$ $ ,5
$ $ ,{ }4 #,

$ $ ,
$ $ ,{ }5 $$( #$(

-,

$-,
（$)，#，$，$，$( )） *+,

$ $ #[ ]$ $ #
*+,

$ $ #
$ $ #[ ]5

#（$，#，$）#（$，$，#）

’"’（$）""（$ (）#
+

$ $ +{ }$ $ (
$$ *#$ *

$ +

$$ +
（$)，#，$，$，$( ) (） #

,4

$ $ ,4
$ ${ }* #,5

$ $ ,5
$ $ ,{ }4 #,

$ $ ,
$ $ ,{ }5

3
$$( #$(

$ ,

$$ ,
（$)，(，$，$，$）

*+,
$ $ #[ ]$ $ #

#（$，#，$）

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

#（$，$，#） ’""（$）"’（$）#
+

$ $ +{ }$ $ (
$$ *#$ *

$ +

$$ +
（$)，(，$，$，$( )）

3#
,4

$ $ ,4
$ ${ }* #,5

$ $ ,5
$ $ ,{ }4 #,

$ $ ,
$ $ ,{ }5 $$( #$(

$ ,

$$ ,
（$)，#，$，$，$）

*+,
. $ ([ ]$ $ #

*+,
$ $ #[ ]$ $ #

#（$，$，#）#（$，$，#）

’""（$）""（$）#
+

$ $ +{ }$ $ (
$$ *#$ *

$ +

$$ +
（$)，(，$，$，$( ) (） #

,4

$ $ ,4
$ ${ }* #,5

$ $ ,5
$ $ ,{ }4 #,

$ $ ,
$ $ ,{ }5

3
$$( #$(

$ ,

$$ ,
（$)，(，$，$，$）

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

*+,
$ $ ([ ]$ $ #

#（$，$，#）#（$，$，# ]） . （-(）

令上式方括号中的 6项分别为 %5，&5，"5和’5，经计算可得

%5 !
$ $ #{ }$ $ (

$$( #$(
$#

$$#
（$)，(，$，$，$ (） $ $ ({ }$ $ (

$ $ ({ }$ $ (
$ $ #{ }$ $ (

$$( #$(
$#

$$#
（$)，#，$，$，$）

’
$ $ ({ }$ $ (

$ $ #{ }$ $ (
$ $ #{ }$ $ #

$$( #$(
$#

$$#
（$)，#，$，$，$）’

$ $ #{ }$ $ (
$ $ ({ }$ $ #

$ $ #{ }$ $ (

3
$$( #$(

$#

$$#
（$)，#，$，$，$）’

$ $ #{ }$ $ (
$ $ #{ }$ $ #

$ $ #{ }$ $ #
$$( #$(

$#

$$#
（$)，#，$，$，$ )）

&
#·

&
#

&·&

’
$ $ ({ }$ $ (

$$# #$#
$(

$$(
（$)，#，$，$，$ (） $ $ ({ }$ $ #

$ $ ({ }$ $ (
$ $ #{ }$ $ (

’
$ $ ({ }$ $ #
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!
" " #{ }" " $

" " #{ }" " #
%

" " #{ }" " #
" " ${ }" " #

" " #{ }" " $
%

" " #{ }" " #
" " #{ }" " #

" " #{ })" " #

!
!"$ ""$

"#

!"#
（"&，#，"，"，"）

’()
" " #[ ]" " #

’()
" " #[ ]" " #

!（"，"，#）!（"，"，#）

* !"$ +
,"#（"#）

+，

$- *#%（"）#.（"）
" " #{ }" " $

!"$ ""$
"#

!"#
（"&，#，"，"，" (） " " ${ }" " $

" " ${ }" " $
" " #{ }" " $

%
" " ${ }" " $

" " #{ }" " $
" " #{ }" " #

%
" " #{ }" " $

" " ${ }" " #
" " #{ }" " $

%
" " #{ }" " $

" " #{ }" " #

!
" " #{ })" " $

!"$ ""$
"#

!"#
（"&，$，"，"，"）

’()
" " #[ ]" " #

’()
" " $[ ]" " #

!（"，"，#）!（"，"，#）

%#%（"）#.（"）
" " ${ }" " $

!"# ""#
"$

!"$
（"&，#，"，"，" (） " " ${ }" " #

" " ${ }" " $
" " #{ }" " $

%
" " ${ }" " #

" " #{ }" " $
" " #{ }" " #

%
" " #{ }" " #

" " ${ }" " #
" " #{ }" " $

%
" " #{ }" " #

" " #{ }" " #
" " #{ }" " #

!"$ ""$
"#

!"#
（"&，$，"，"，"）

’()
" " #[ ]" " #

’()
" " $[ ]" " #

!（"，"，#）!（"，"，#）

* . !",
#,/（"#）

+，

%- *#.（"）#%（"）
" " #{ }" " $

!"$ ""$
"#

!"#
（"&，$，"，"，"）!"$ ""$

"#

!"#
（"&，#，"，"，"）

!
’()

" " $[ ]" " #
’()

" " #[ ]" " #
!（"，"，#）!（"，"，#） #.（"）#%（"）

" " ${ }" " $
!"$ ""$

"#

!"#
（"&，$，"，"，"）

! 0
1
!"$ ""$

"#

!"#
（"&，#，"，"，"）

’()
" " $[ ]" " #

’()
" " #[ ]" " #

!（"，"，#）!（"，"，#）

* . !",
#,/（"#）

+，

&- *#.（"）#.（"）
" " #{ }" " $

!"$ ""$
"#

!"#
（"&，$，"，"，"）!"$ ""$

"#

!"#
（"&，$，"，"，"）

!
’()

" " $[ ]" " #
’()

" " $[ ]" " #
!（"，"，#）!（"，"，#） %#.（"）#.（"）

" " ${ }" " $
!"# ""#

"$

!"$
（"&，$，"，"，"）01

!
!"$ ""$

"#

!"#
（"&，$，"，"，"）

’()
" " $[ ]" " #

’()
" " $[ ]" " #

!（"，"，#）!（"，"，#）

* !+#,/（"#）
+ 2
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由 !!，"!，#!和$!，可得
%"# ! "$"%&!& ’

将 %#"与 %"#结合，可得

%（ ’"，’#）( %#" ) %"# ( "$#*+!& ’ （*#）
类似地可得其余非对角分量为

%（ ’"，’,）( "$&&"!&，
%（ ’"，’&）( "$#*+!&，
%（ ’#，’,）( "$#*+!&，
%（ ’#，’&）( - "$#*+!&，
%（ ’,，’&）( "$#*+!& ’

## $ ./011编织态的自旋几何

我们已经得到了度量矩阵算符 (%（ ’"，’#）作用
于态$)（) ( #）所携带的顶角%& 上的期望值 ’现在
根据 2345613的自旋定理［##］，探讨 ./011编织态的自
旋几何 ’

!! "!# ! $ %的情况

顶角&处毗邻的腿的相位切方向的夹角定义为

’（ ’"，’#）( 761-#（%（ ’"，’#）8

%（ ’"，’"" ） %（ ’#，’#" ））’ （*,）
将前面 & ( " 时的度规算符的期望值写成矩阵形
式，有

%（ ’"，’#）(!&

#$9:& "$#*+ "$&&" "$#*+
"$#*+ "$,+" "$#*+ - "$#*+
"$&&" "$#*+ #$9:& "$#*+
"$#*+ -











"$#*+ "$#*+ "$,+"

’

（*&）
将（*&）式中的相应值代入（*,）式，得到空间离散状
态下的顶角&处的 9个切方向间的 *个夹角为

’（ ’"，’#）( 761-#"$,:9 ( :9$#,;，

’（ ’"，’,）( 761-#"$,,9 ( ::$"+;，

’（ ’"，’&）( 761-#"$,:9 ( :9$#,;，

’（ ’#，’,）( 761-#"$,:9 ( :9$#,;，

’（ ’#，’&）( 761-#（- "$*+*）( #&"$<<;，

’（ ’,，’&）( 761-#"$,:9 ( :9$#,;’
顶角&处切矢量的长度，经计算分别为

= ’·" = ( # ’,#9（!&）#8,，= ’·# = ( " ’+（!&）#8,，

= ’·, = ( # ’,#9（!&）#8,，= ’·& = ( " ’+（!&）#8,；
切矢量的平均长度为

#
9#" %（ ’"，’"" ）( "$%:+（!&）#8, ’

这一平均长度可用于为不同顶角间分配间隙 ’

!!#&# ! $ &的情况

依照前面的作法，但取 & ( ,，继续完成相应的
计算，可得 & ( ,时的度量矩阵算符 (%（ ’"，’#）的期
望值矩阵为

%（ ’"，’#）(!&

#$&"< " "$&&" "
" #$*9, " "$#*+

"$&&" " #$&"< "











" "$#*+ " #$*9,

，

./011编织态的基的顶角&处腿的相位切方向间的
夹角为

’（ ’"，’#）( 761-#" ( <";，

’（ ’"，’,）( 761-#"$#*+ ( %"$+;，

’（ ’"，’&）( 761-#" ( <";，

’（ ’#，’,）( 761-#" ( <";，

’（ ’#，’&）( 761-#"$#"# ( %9$,;，

’（ ’,，’&）( 761-#" ( <";，
切矢量的长度为

= *+" = ( #$#99（!&）#8,，

= *+# = ( #$,%#（!&）#8,，

= *+, = ( #$#99（!&）#8,，

= *+& = ( #$,%#（!&）#8,，
切矢量的平均长度为

#
9#" %（ ’"，’"" ）( #$,#&（!&）#8, ’

本文得到的关于度量矩阵、切方向间的夹角以

及切矢量的长度的结果，在 ./011编织态的腿指标 "
$, 和 #$& 的同时置换下全部是对称的 ’并且发
现，度量矩阵算符对角分量的期望值是纯正定的，并

且求得的切矢量长度也全是正的 ’这些性质说明，标
架度量算符定义在 ./011编织态上是可行的，得到
的由 9个非迷向切矢量构成的几何顶角，对于空间
编织的进一步研究将有重要应用价值，将对空间由

量子化离散状态向半经典的编织状态过度，提供原

理上和技巧上的依据 ’
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