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利用渐近分析方法研究了远场来流引起的对流对过冷熔体中球状晶体的生长形态的影响 (结果表明，由远场
来流导致的对流使得正在生长的球状晶体的界面在向着来流的前部朝来流方向相反的方向生长，并且提高了朝

来流的相反方向的生长速度，在背风方向衰减；正在衰减的球状晶体的界面在向着来流的前部加速衰减，在背风

方向减缓衰减 (
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!国家重大基础研究项目（批准号：-"####&+"#&.!）资助的课题 (

! / 引 言

过冷熔体内球状晶体在扩散机制控制下的生长

首先被 0122345和 678798:［!］研究 (他们发现扰动项振
幅的变化率满足一个色散关系，扰动项振幅的变化

率随时间增加时大于零，则球状晶体生长；随时间

增加时小于零，则球状晶体收缩 (球状晶体的这种生
长变化取决于晶体半径的某个临界值 !;，使得当球

状晶体的半径超过 !; 时，晶体生长是不稳定的；而

当球状晶体的半径低于 !; 时，晶体生长是稳定的 (
0122345和 678798: 所作的线性稳定性分析成为固液
界面形态稳定性的准则 ( <=93722 和 >:9879［"］进一步
考虑表面扩散对于球状晶体的生长作用 ( 徐鉴君［%］

研究了在小过冷熔体内具有等曲率弯曲界面凝固过

程的稳定性 ( ,:?35［*］对于晶体生长的研究作了系统
的总结和分析 ( <935@343和 A3等人［’—$］研究了考虑各
向同性表面张力和界面动力学的过冷熔体中球状晶

体的线性和非线性扰动分析和自相似演化，他们将

远场温度条件 23B
""C

# D #C 用远场热流条件 $ D

E（*!）E!#
!

!C·
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#F!（!为远场任意边界，!C 为远

场边界的外法向量）代替，发现远场热流和过冷之

间的关系与 0122345和 678798:的结果类似，也存在

球状晶体形态稳定性的关于热流的临界值 $% 和判

别准则 ( 李梅娥等人［G］用相场法模拟了定向凝固时
平界面失稳、界面形态演化 ( 但是这些研究均忽略
了熔体的对流对于晶体生长的影响 ( 熔体对流对于
晶体生长有着重要的影响 ( H9:@@815和 ,:?35［!#］研究
了由流动导致缓慢旋转的凝固圆盘的对称和非对称

扰动的形态不稳定性，发现非对称的扰动相应于非

平行流的效应，由对流导致的形态不稳定性被非平

行流所增强 ( I1和 J1［!!，!"］用渐近分析方法研究了
对流对枝晶生长的影响，揭示了在对流熔体中枝晶

生长的机理 ( -:2748=等人［!%］用实验方法对过冷液滴
在强迫对流影响下的枝晶生长动力学进行了实验研

究，发现对正在生长的枝晶所施加的迎风来流提高

了朝来流的相反方向生长的枝晶尖端的生长速度 (
球状晶体可以演化为复杂结构的枝晶，研究熔体对

流对球状晶体的形态演化的作用对于理解和认识晶

体生长的机理有重要的意义 (
本文利用渐近分析方法研究了小的远场来流对

在过冷熔体中球状晶体的生长形态的影响 ( 通过将
球状晶体的界面作渐近展开，用理论方法揭示熔体

对流对于晶体生长的影响 (

" / 数学模型

考虑在过冷熔体中的一个初始半径为 "# 的球

第 ’&卷 第 %期 "##+年 %月
!###.%"G#K"##+K’&（#%）K!$!G.#&

物 理 学 报
L<ML >NJ6O<L 6OPO<L

Q=2(’&，P=(%，0:9;R，"##+
#

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
"##+ <R34( >RS5( 6=;(



状晶体（见图 !），假定熔体视为各向同性的不可压
缩的牛顿流体，球状晶体受到远场来流的作用 "假
定远离固液界面的这个来流速度为常数 !#（不妨

设 !# $ %），方向由上向下 " 远场温度为 "#（"# &
"#，"# 为纯物质的凝固平衡温度）"远场的过冷度
为!" ’ "# ( "# "

图 ! 过冷熔体中球状晶体凝固的几何图

我们选择球坐标系（ $，!，"），其原点位于初始
为球状晶体的中心 " 假设 ! 表示熔体中流体的对
流速度，") 和 "* 分别表示液相和固相的温度 " 由
于远场来流的作用，熔体中产生对流，温度场将受

到影响，球状晶体的界面将被扭曲 " 由于远场来流
关于" 的对称性，可设球状晶体的界面为 $ ’
%（!，&），因此熔体的对流速度和温度满足二维的
连续性方程、动量方程和热传导方程：
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其中

!

为梯度算子，

!

,为 )/01/23算子，’ 为压力，$
为熔体的动力黏性，%为液相的热扩散系数，#为
熔体的密度 " 本文假定固相和液相的密度相等，并
忽略热膨胀引起的密度变化 "
相应的界面条件是球状晶体满足在其界面 $ ’

%（!，&）的质量守恒和切向无滑移性、4566789:;<7;=
条件和能量守恒条件：

!·" ’ %，!·! ’ %， （>）

") ’ "* ’ "# ! + ,( &
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其中 " 和!分别为界面的单位外法向量和单位切
向量 " ( 为界面的局部平均曲率，!) 为单位体积
的潜热，&为表面自由能，*) 和 ** 分别为液相和

固相的热传导系数 "
远场条件：当 $!#时

! !( !# #， （A）

") ! "# " （B）

从（@）可知，界面的特征速度为

+ ’
*)!"
$%!)
，

我们将研究球状晶体生长的凝固系统（!）—（B）相对
于界面的特征速度而言小的远场来流 !#对于球状

晶体生长形态的影响 "

- C 线性分析

引入无量纲量，选择球状晶体的初始半径 $%
作为长度尺度，过冷度!" 为温度尺度，界面的特
征速度 + 为速度尺度，时间尺度为 $% D+，#+

, 作为

压力尺度 "我们定义无量纲量
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为了书写方便，仍分别用 $，&，")，"*，! 和 ’ 表示

$—，&—，"" )，"" *，#! 和"’ "方程（!）—（B）变为

"（ $, 75=!!$）

"$ +"
（ $75=!!!）
"! ’ %， （!!）

!$
"!$

"$ +
!!
$
"!$

"! (
!,
!

$

’ ("’"$ + (’$

!

,!$ ( ,
$, !$

( ,
$,
"!!
"! ( ,2;E!

$, ! )! ， （!,）

!$
"!!
"$ +

!!
$
"!!
"! +

!$!!
$

’ ( !
$
"’
"! + (’$

!

,!! + ,
$,
"!$

"! (
!!

$,75=, )! ，（!-）
!$
"")

"$ +
!!
$
"")

"! ’ ,

!

,")， （!.）

!

,"* ’ %， （!>）

%,A! 物 理 学 报 >?卷



其中 !" 和!!为! 的径向分量和极距角分量，#" !

"
"" $
为 #$%&’()数，% ! !&

’*#!(定义为 +(,-%&数 . 界面

条件变为

!" ! "，!! ! "， （/0）

(1 ! (+ ! 2$)， （/3）

"*（!，+）
"+ !

,+
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!

(+ 4

!

(( )1 ·" . （/5）

远场条件变为

!" !4%678!，!!!%89&!（ " ! :），（/;）

(1 !4 / （ " ! :）， （2"）

其中$ ! &(-

""!&!(，参数%为速度 !:和 $ 的比值，

%! !: <$"/ .
当存在远场来流的作用时，流场的对流对温度

场产生影响，球状晶体界面的生长受此影响将会被

扭曲，于是扭曲的界面可视为在未受来流的作用生

长的球面作关于%的渐近展开，即
" ! *（!，+）! *"（ +）=%*/（!，+）= ⋯，（2/）

我们寻求球状晶体凝固系统的物理量关于小参数%
的渐近展开

｛!，#，(.，(+｝> /" =%// = ⋯ （%! "），（22）
其中 /" 表示未受来流影响的部分：

!" ! "，#" ! 67&8( . （2?）

(1 " ! 4 / =（*"（ +）4 2$）
/
" ， （2@）

(+ " ! 4 2$
*"（ +）
， （2A）

而函数 *"（ +）满足方程

*"（ +）
’*"（ +）

’ + ! / 4 2$
*"（ +）

. （20）

由于球状晶体的初始半径为 ""，所以球状晶体界面
的初始条件为

*（!，"）! /， （23）
于是

*"（"）! /. （25）
容易求出方程（20）满足初始条件（25）的隐函数解

+ ! /
2（*

2
"（ +）4 /）= 2$（*"（ +）4 /）

= @$2 )& / =
*"（ +）4 /
/ 4 2( )$

. （2;）

一般来说，由于动量方程是非线性的，因此难

以求得解析解，但是在小参数%的情形，将导致线
性化的球状晶体的凝固系统 . 将（2/）—（22）式代入

（//）—（/?），（/0）和（/;）式并比较关于%的一阶项，
忽略%的高次幂项，得到流场一阶修正项的方程
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界面条件：在界面 " ! *"（ +）上

!"/ ! "，!!/ ! "， （??）
远场条件：当 "!:时

!"/ !4 678!，!!/ ! 89&!， （?@）
（?"）—（?@）式类似于均匀来流在小 B,C&7)’8数
情形对球体的绕流问题 .容易求出，在球状晶体界面
的附近区域，流场的 +(7D,8解为

!"/ ! 4
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在远场，熔体的惯性力远远大于粘性力，方程

（2）的惯性项起主要作用 .当考虑惯性项的作用时，
利用近似式（!·

!

）!# 4 !:（ #·

!

）!，可以得到
线性化的动量方程，求出在远场有效的 E8,,& 近
似解
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其中#!%" .但是在晶体生长过程中，熔体的动量传
输、能量传输主要发生在固液界面附近的区域，在物

理上研究球状晶体的演化只需要计算在球面附近区

域有效的流场 +(7D,8解对球状晶体界面形态变化的
作用 .
又将（2/），（22）式代入（/@），（/A），（/3）和（/5）

式得到温度场一阶修正项的方程：
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界面条件：在界面 " $ #%（ $）上
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其中（&.）式中忽略了球状晶体任意一点处切向方向

的变化率，

!

·!!""" /

利用界面条件（&*）—（&.）求解方程（&#）和
（&!），得到温度场一阶修正项的有界解

!’# $（#%（ $）) !!）

[0 #
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1’"! )
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"((# &(（ $）)(（+,2"）（( " #）/（&4）

!"# $ )（( ) #）（( ( !）!

0 "(

#((!
%（ $）&(（ $）)(（+,2"）/ （&1）

以及界面一阶修正项

##（"，$）$ &(（ $）)(（+,2"）， （&5）
其中 )( 为 ( 阶 ’67689:6多项式，

&(（ $）$ * ( *
#3’（#!

%（ $）) #）（( $ #）， （.%）

&(（ $）$ *·（#%（!））
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!
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(（((!）(（((#）（((![ ]）
（( " #）， （.#）

其中 * 是积分常数 /再次用初始条件（!4），得到
##（"，%）$ %， （.!）

因此 * $ %，

##（"，$）$
*#
#3’（#

!
%（ $）) #）+,2" （( $ #），

% （(" #）
{

/
（.*）

因此得到在球面附近区域有效的渐近解（!#）和
（!!）/这里指出，因为计算温度场的一阶修正项 !’#

使用了在球面附近区域有效的流场 "-,;62解，所以
!’#不满足远场条件 !’##%（##%）/可以证明，如果
在远场使用 <2668近似解计算温度场方程（&#）的一
阶修正项 !’#，那么 !’#在远场衰减为零 /
从上述分析可知，在远场来流的作用下球状晶

体的界面表示为

" $ #（"，$）

$ #%（ $）( *#
#3’（#!

%（ $）) #）+,2"， （.&）

其界面生长速度为

"#（"，$）
"$ $ +#%（ $）(

*#（#%（ $）) !!）
1’#%（ $）

+,2"/（..）

从（..）式可以看出，当 % ="=#>!时，如果 #%（ $）?
!!，则 +#%（ $）? %，"#（"，$）>"$ ? +#%（ $）；如果 #%（ $）

= !!，则 +#%（ $）= %，"#（"，$）>"$ = +#%（ $）/ 这意味
着远场来流导致的对流使得正在生长的球状晶体的

界面在向着来流的前部向与来流方向相反的方向生

长，并且提高了朝来流的相反方向的生长速度；正

在衰减的球状晶体的界面在向着来流的前部加速衰

减 / 当#>! ="=#时，如果 #%（ $）? !!，则 +#%（ $）

? %，"##（"，$）>"$ = %；如果 #%（ $）= !!，则 +#%（ $）=
%，"##（"，$）>"$ ? %/这意味着在背风方向对流使得
正在生长的球状晶体的界面减缓生长，正在衰减的

球状晶体的界面减缓衰减 / 注意到现在所考虑的球
状晶体的凝固系统，初始半径为 "% 的球状晶体的球
心是相对静止的，因此远场来流引起的对流促进了

球状晶体的界面生长和收缩 / 从（.&）和（..）式看
出，如果给定远场来流速度和过冷度，就可以得到

球状晶体的演化界面，并可以计算出界面的生长速

度 / 这里我们以临界晶核半径 #$作为球状晶体的
初始半径 "%，取 %" $ %’，对不同的过冷条件分别取

’ $ #和 ’ $ !，对不同强度的远场来流 ,@ $ %A%.
-（即# $ %A%.），,@ $ %A# -（即# $ %A#），,@ $
%A#. -（即#$ %A#.）计算球状晶体界面，并且与当
,@ $ %时球状晶体的界面演化对比，如图 !和图 *
所示，球状晶体的界面在向着来流的前部向与来流

方向相反的方向生长，在背风方向衰减 / 随着远场
来流速度的增加，球状晶体前部的生长或衰减的速

率增加 /
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图 ! 不同强度的远场来流导致过冷熔体中球状晶体的生长

（!"（ "）# $，#% # #&，$ # ’）
图 ( 不同强度的远场来流导致过冷熔体中球状晶体的生长

（!"（ "）# !"，#% # #&，$ # !）

$) 结 论

我们用渐近分析方法研究了远场来流引起的对

流对球状晶体在过冷熔体中的生长形态的影响 *远
场来流使得熔体产生对流，熔体的对流又对温度场

产生扰动，从而对球状晶体的界面生长产生影响 *
对流使得正在生长的球状晶体的界面在向着来流的

前部向与来流相反的方向生长，在球状晶体后部衰

减 * 熔体的对流促进了球状晶体的界面的生长和衰
减 * 随着远场来流速度的增加，球状晶体前部的生
长或衰减的速率增加 *
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