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提出了处理非成键原子间范德华力的广义参变本构模型以及基于此进行碳纳米管结构力学行为数值模拟的

数学规划算法 (纳米管中原子间短程力作用采用分子结构力学模型来模拟，而作为长程力的范德华力用杆单元来
模拟，这类杆单元有着特殊的非线性本构关系 (对于这种非线性问题的处理，建立了广义参变本构模型与参数二次
规划求解算法 (与一般的数值方法相比较，本方法不需要传统的冗长的、反复的迭代，并具有非常好的收敛性，因此
为碳纳米管结构力学行为的有效预测提供了保障 (数值结果证明了这种方法的正确性和有效性 (
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" ? 引 言

纳米材料研究与传统材料最大的不同之处在于

它具有纳米量级的尺度，在这种特殊的尺度下，原本

在宏观尺度上被忽略的原子间作用力成为研究的重

点，其中除了起主导作用的成键原子间作用力（即原

子间短程力）备受研究［"—&］的关注外，非成键原子间

的范德华力（长程力）也是这一尺度下的研究重点，

因为一些实验和理论已经证明这一作用力实质性地

影响着纳米材料的物理力学等特性 (以碳纳米管为
例，基于分子动力学，文献［)］通过研究平行排列的
两个或多个手性为（"$，"$）的单壁纳米管间相互作
用，发现了纳米管间不寻常的摩擦行为（即摩擦力与

正压力不再成正比例关系）；同时他们还发现在初始

平衡后，两管间的间距约为 $?&)$ 60(在考虑层间范
德华力的作用下，文献［*］基于分子结构力学研究了
双壁碳纳米管的杨氏模量和剪切模量，并表明范德

华力对于双壁纳米的杨氏模量有一定的影响 (文献
［#］提出了一种壳/蜘蛛网模型研究了范德华力作用
下的纳米管的力学行为，其中范德华力被模拟为非

线性弹簧 (文献［+，’］在考虑范德华力的情况下利用

连续体理论分别研究了单壁纳米管间的黏附行为和

自坍塌现象并给出了解析结果 (在黏附行为的研究
中他们发现两个平行排列的碳纳米管间的平衡间距

为 $?&*$ 60(从文献的研究中，不难发现在纳米材料
的研究中范德华力的确有着非常重要的影响，这也

意味着准确的计算或模拟范德华力的作用是非常有

必要的 (
尽管原子模拟（如分子动力学、第一性原理）方

法已在相关问题的研究中得到了成功的应用，但是

它们的计算代价非常昂贵，同时计算的规模也受到

极大的限制 (这样也就诞生了诸如文献［*，#］基于连
续体的研究方法，在这类方法中，成键原子间的作用

被模拟为梁、壳模型，而对于非成键原子间的范德华

力作用则采用非线性弹簧或杆来模拟 (与原子模拟
相比，这些基于连续体的模拟会大大减少计算量 (然
而对于原子系统而言，用于模拟范德华力的非线性

弹簧或者杆的数量仍然很多，且最为关键的是由于

范德华力的非线性行为，经典处理这些被模拟为非

线性弹簧和杆的办法通常是基于弧长法等迭代算

法，对于高非线性的范德华力，这些方法将面临着计

算代价高的问题，有时还会遭遇到收敛性问题 (
本文提出了一种处理非成健原子间范德华力的
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广义参变本构模型以及基于此进行碳纳米管结构力

学行为数值模拟的数学规划算法 !该方法可以避免
传统的冗长的、反复的迭代，使问题求解的数值稳定

性大大提高 !基于所提出的处理范德华力的方法并
结合分子结构力学模型［"］，本文研究了交叉和平行

放置的单壁纳米管间的力学变形，从而证明了所提

出的方法的可行性和正确性 !

# $ 纳米管分析的分子结构力学模型

分子结构力学模型的基本思想是源于微观的纳

米管和宏观的框架结构的相似性［"］，即模拟碳纳米管

为类框架结构，其中碳原子间的共价键被模拟为梁单

元，碳原子模拟为单元节点 !通过能量等价的原理，建
立起基于分子力学的局部原子势和计算结构力学单

元应变能相等价的关系，从而确定出结构分析所需要

的等价梁单元的抗张拉、抗弯曲、抗扭转刚度 !即
!" %# & $%，!& %# & $!，’( %# & $"， （’）

其中 # 是晶键长度，!"，!&，’( 分别是梁单元的抗
拉、抗弯、抗剪切刚度，$%，$! 和 $" 分别是晶键在拉
伸、弯曲、扭转作用下所对应的分子力场参数 !这些
力场参数是基于石墨片的实验结果：$% %# &
’$()* + ’,) -./0 1 ’21 #，$!%# & #$)34 + ’," -./0 1 ’

5671 #，$"%# & 4$38* + ’,* -./0 1 ’ 5671 # !由此，根据（’）
式可以确定等价碳碳晶键的梁单元的抗拉、抗弯及

抗扭刚度 !

3 $ 范德华力

在微观的结构中，除了成键原子之间有相互的

共价键作用之外，还存在着非成键原子间的范德华

力作用 !通常平行或者交叉排列的单壁纳米管间的
黏附作用或者多壁纳米管间的层间作用被认为是范

德华力在起作用 !范德华力作用通常利用 9:;;657<
-/;:=“)< ’#”势来描述［(］，即

)% & *#（（$% %）’# 1（$% %）)）， （#）
其中，% 是原子之间的距离，$和#是 9-参数，对于
碳原子来说$& ,$3* ;.，#& #$3#) + ’,# -%./0 !其中
势能的截断半径通常取为 #$"$!通过 9-势对晶键
长度 % 取导数，可以得到范德华力的表达式为

*（ %）& 1 7) %7 % & #*#（#（$% %）’3

1（$% %）8）%$! （3）
当 % & ,$34’) ;.时，范德华力为零 !类似于 9-

势，一般情况下认为当原子之间的距离大于 #$"$
（即 ,$4" ;.）时范德华力的作用非常小可以忽略不
计 !类似于文献［"，)］，在本文中平行或者交叉单壁
纳米管间的范德华力被模拟为非线性杆 !该杆的本
构关系（即载荷<位移曲线，相反于范德华力与原子
间距离曲线）如图 ’所示 !从图 ’中可以发现载荷<
位移曲线由加载阶段和卸载阶段两部分组成，且曲

线具有凸凹特征 !这种高非线性特征势必会给数值
求解带来困难 !对于该类问题求解通常采用的为迭
代算法，如弧长法、广义位移控制法等 !而由于范德
华力的高非线性行为，迭代算法对于初始位移场的

选择是非常敏感的，且可能会带来收敛性问题 !此
外，由于所研究系统是由原子组成的，因此其中模拟

范德华力的非线性杆元将大量存在，同时由于每个

杆单元都需要迭代计算，势必导致很高的计算代价 !
鉴于此，本文提出一种处理范德华力的广义参变本

构模型以及基于此进行碳纳米管结构力学行为数值

模拟的规划算法 !

图 ’ 非线性杆单元的载荷<位移曲线以及线性化

*$ 广义参变量本构模型

由图 ’可以看到，用于模拟范德华力作用的杆
的本构曲线有较强的非线性特性，随着键长的变化

呈现出强化和软化的特点 !另外，与传统的固体力学
材料本构关系有所不同的是，作用力为零的点对应

于一定的键长处，这些特殊性将造成范德华力求解

算法上的特殊性处理 !
本文对范德华力曲线的处理方式是首先对其进

行多段线性化，如图 ’所示 !在此基础上，为构造有
效的求解方法，需要进一步将图 ’分解为两条或者
更多条折线，重要的是要保证分解后的每条折线是

全凸或者全凹的 !然后可以分别对分解后的各条折
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线进行广义参变本构模型构造 !为了不失一般性，下
面首先结合图 "（#），（$）所示的具有一般意义的全
凸本构折线来说明对应的广义参变本构模型的构

造 !对于图 " 所示问题，不难看出，如令 !%为弹性

段，则有

当 " & %!"!"% 时，

# ’ #( ) " *!% ! （+）
当 "%!"!"" 时，

# ’ #( ) " *!% )（" & "%）（%*!" & %*!%）!（,）
当 ""!"!"- 时，

# ’ #( ) " *!% )（" & "%）（%*!" & %*!%）

)（" & ""）（%*!- & %*!"）! （.）
当 "!" & %时，

令

# ’ #( ) " *!% )（" & " &%）

/（%*! &% & %*!%）， （0）

!% ’（" & "%）（%*!" & %*!%），

!" ’（" & ""）（%*!- & %*!"），

⋯

!$ ’（" & "$）（%*!$)% & %*!$）， （1）

!&% ’（" & " &%）（%*! &% & %*!%），

!&" ’（" & " &"）（%*! &" & %*! &%），

⋯

!&% ’（" & " &%）（%*! &% & %*! &（%&%）），

! ’!% )!" )!- ) ⋯ )!$ )!&%

)!&" )!&- ) ⋯ )!&%，

其中 $，% 分别为拉伸与压缩方向本构曲线折点
数 !则不难发现，下式成立：

!% " (，!" " (，!- " (，⋯，!$ " (，

!&% " (，!&" " (，!&- " (，⋯，!&% " ( ! （2）
又定义

&% ’ " & "% &!% ’%，⋯

&$ ’ " & "$ &!$’$，

& &% ’ " &% & " &!&% ’ &%，⋯

& &% ’ " &% & " &!&%’ &%，

’% ’ !% !" *（!% & !"），⋯，

’$ ’ !$!$)% *（!$ & !$)%），

’ &% ’ ! &% !% *（!% & ! &%），⋯，

’ &% ’
! &%! &（%&%）

! &（%&%） & ! &%
， （%(）

其中

" ’ !%（ # & #( &!）! （%%）
通过验证可以发现，本构关系转化成以下等价

的数学形式

&% 3 (，!% ’ (，&% ’ (，!% " (，

&" 3 (，!" ’ (，&" ’ (，!" " (，
⋯

&$ 3 (，!$ ’ (，&$ ’ (，!$ " (，

& &% 3 (，!&% ’ (，& &% ’ (，!&% " (，

& &" 3 (，!&" ’ (，& &" ’ (，!&" " (，
⋯

& &% 3 (，!&% ’ (，& &% ’ (，!&% " ( ! （%"）

图 " 具有代表性的凸的非线性本构模型 （#）软化模型；（$）硬化模型

同理对于图 -所示的具有一般意义的全凹本构
形式，有

& 4% 3 (，!4% ’ (，& 4 %’ (，!4 % " (，

& 4" 3 (，!4" ’ (，& 4 " ’ (，!4" " (，
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⋯

! !" " #，!!" $ #，!!" $ #，!!" ! #，

! !%& " #，!!%& $ #，!!%& $ #，!!%& ! #，

! !%’ " #，!!%’ $ #，!!%’ $ #，!!%’ ! #，
⋯

! !%# " #，!!%# $ #，!!%# $ #，!!%# ! #，（&(）
其中

$ $ %! &（ & % &# )!!）， （&*）

! !& $ $ % $!& %!!& ’!&，⋯
! !" $ $ % $!" %!!"’!"，
! !%& $ $!%& % $ %!!%& ’!%&，⋯
! !%# $ $!%# % $ %!!%#’!%#，
’!& $ %!& %!’ +（%!’ % %!&），⋯， （&,）

’!" $ %!"%!")& +（%!")& % %!"），
’!%& $ %! %& %! & +（%! %& % %! &），⋯，

’!%# $ %!%#%!%（#%&）+（%!%# % %!%（#%&））-

图 ( 具有代表性的凹的非线性本构模型

引入松弛变量"( 和"! ( 到上面方程中，则本构
关系变为

!( )"( $ #，!! ( )"! ( $ #，

!( ! #，"( ! #，!("( $ #，

!! ( ! #，"! ( ! #，!! ("! ( $ #， （&.）
这就是典型的互补问题 -

, / 数学规划方法

对于有限元实现，定义初始杆长 &"，对（&&）式
进行更新，有

$ $ %"&（!) + &" )（ &" % &#）+ &" %!"），

%"& $ %& &"，!) $ & % &"，!" $!+ &"，

!& $ $ % $& %!"& ’"& ，
⋯

!" $ $ % $" %!"" ’""，

! %& $ $ %& % $ %!"%& ’"%&，
⋯

! %# $ $ %# % $ %!"%#’"%#，

’"& $ %& %’ &" +（%& % %’），

⋯

’"" $ %"%")& &" +（%" % %")&），

’"%& $ % %& %& &" +（%& % % %&），

⋯

’"%# $
% %#% %（#%&）&"
% %（#%&） % % %#

- （&0）

而对于（&*）式，同样有

$ $ %!"
&
!)
&" )

&" % &#
&" )!( )" ，

!! & $ $ % $! & %!!"
& ’!"

& ，

⋯

!! " $ $ % $! " %!!"
" ’!"

" ，

!! %& $ $! %& % $ %!!"
%& ’!"

%&，

⋯

!! %# $ $! %# % $ %!! %#’!"
%#，

’!"
& $ %! & %! ’ &" +（%! ’ % %! &），

⋯

’!"
" $ %! "%! ")& &" +（%! ")& % %! "），

’!"
%& $ %! %& %! & &" +（%! %& % %! &），

⋯

’!"
%# $ %! %#%! %（#%&）&" +（%! %# % %! %（#%&））-（&1）

则对应于本构条件（&0）的单个杆单元，总势能表达
形式如下：

#! $（#/,%"&（!) + &" )（ &" % &#）+ &"）’

% %"&!"!) + &"）&" % $!)， （&2）

这里!" 不参加变分 -则由"#! $ #导出
$ $ %"&（!)+ &" )（&" % &#）+ &"）% %"&!"，（’#）

该式正是原问题的平衡方程 -
如此原问题的总势能可以写

# $#
"345

( $ &
#(

345 )#" ([ ]345

)#
"3647

( $ &
#(

3647 )#389:;45<， （’&）
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其中，!!
!"#，!! !

!"# 为对应于本构（$%）和（$&）的杆单元
的内应变能，!!

!’"( 为第 ! 个梁单元的应变能，"!"#，

"!’"( 分别为杆和梁单元个数，!!)*+,"#- 表示外力势

能 .（/$）式可以通过二次的规划方法来求解 .问题
的最终数学形式可以表示为

(0+.!， （//"）
#! 1"! 2 3，#4 ! 1"4 ! 2 3，

$ . % . "!·#! 2 3；"!，#! " 3， （//!）

"4 !·#4 2 3；"4 !，#4 ! " 3 .
在这个二次规划中，状态变量!&或&参与了!的变
分；控制变量#!，#4 ! 不参加变分计算，但是满足本构

关系的约束条件，因此称为控制变 量，因为它们控

制了整个变分过程 .
基于上面的推导，可以建立一个一般的非线性

分析有限元公式，表述如下：

!! 2 356!7!! 8（ " 8"#
—
）!!， （/9）

#! 8 $#
—

8 % 1$
—

2 3， （/:）

$
—!·#
—

2 3，$
—
，#
—
" 3， （/6）

其中

! 2#[
’$$(

&7
，!)!$ &，! ,$ 1$$(

&7
，!)!$ &，! , ]$

1#
’
!’

!’"(，

" 2#
’
$$(

&7 ’,$ 1$*
(
+

&7 (—,( )* ，
" 2#[

’$$’
)!$ &7
，! ,$ 1$$’

)4!
$ &7
，! , ]$ ，

# 2#[
’$$’

)!$ &，! ,$ 1$$’
)4!

$ &，! , ]$ 2%
7，

$ 2#
’ 2

[
$$$’

")
"#!

,$ 1$$’
")4
"#4! , ]$ ，

% 2 8#[
’$$’

),’ ,$ 1$$’
)4 ,’ , ]$ ，

#
—

2［#!7，#4!7］7，$
—

2［"!7，"4!7］7，

其中!是位移矢量，! 和 " 分别是结构的弹性刚度
矩阵和载荷矢量的增量，它们和一般有限元计算中

的刚度矩阵与载荷矢量的含义相同 .其他没有解释
的参数与一般的弹性力学和有限元方法中所使用的

参数的物理意义相同 .
为了获得该问题的解，!! 对!的一次导数应

该等于零，矩阵 ! 是对称正定的，由此得

! 2 ! 8$（%#
—

1 "）. （/;）
结合（/:），（/6）和（/;）式，得到问题求解的基本方程

$
—
8（$ 8 #! 8$"）#

—
2 8 #! 8$ " 1 %，

#
—7·$

—
2 3，#
—
，$
—

" 3 . （/%）

;5 数值算例

例 " 一维算例 .为了说明所提出方法的可靠
性，构造一个可以获得解析解的一维算例，如图 :所
示，该问题描述的是长度为 - 距离为 .!的两根梁
（/0，1"）的相互作用问题 .其中梁元的横截面面积
为 $53 +(/，杨氏模量为 $36 <="，且梁 /0 和 1" 分
别被左端和右端固支约束；间隙范德华力本构由图

6给出，可以发现这是一个非线性本构关系，其中 2$

2 6$33 >?@+(，2/ 2 A33 >?@+(，29 2 &33 >?@+(，2: 2
;33 >?@+(，3$ 2 8 6$3 >?（ .$ 2 35/3 +(），3/ 2
353 >?（ ./ 2 3593 +(），39 2 /66 >?（ .9 2 3596 +(），

3: 2 /$3 >?（ .: 2 35:3 +(），36 2 $%3 >?（ .6 2
35:6 +(），3; 2 $:3 >?（ .; 2 3563 +(）.
表 $给出了与任一给定的间隙力相对应的缝隙

距离 .!的解析结果 .

图 : 一维接触问题

图 6 接触力的本构关系

为处理图 6的本构关系，将其分解成完全凸和
凹的两个本构关系，结合所提出的方法构造相应的

广义参变量变分本构并利用二次规划算法来求解整

个问题 .表 /给出了本文程序的计算结果，这里已知
条件为初始间隙，由程序计算获得间隙范德华力，可

;/:$ 物 理 学 报 6;卷



以发现数值解很好地吻合了解析解 !

表 " 一维算例的解析解

作用力#$% & ’(()( *(()( *"+)( *(()( "(()(

间隙#,- ()**." ()’/0* ()/(’( ()/*(+ ()+0(0

表 * 比较数值解和解析解

间隙#,- ()**." ()’/0* ()/(’( ()/*(+ ()+0(0

解析解#$% & ’(()( *(()( *"+)( *(()( "(()(

数值解#$% & ’(()((* *(()((* *"+)((/ *(()((( "(()(("

例 ! 交叉放置的单壁纳米管（（"1，(）2（"1，
(））的黏附行为计算 !图 3（4）给出的是初始管间距
为 ()’3 ,- 的交叉放置的两根单壁碳纳米管（"1，
(）!基于本文所介绍的方法，可以发现在不受外力的
情况下，两管自动吸引到一起，但之间非接触，间隔

为 ()’’ ,-（如图 3（5））!这一结果非常好地符合了
基于第一性原理的结果 ()’’ ,-［+］以及基于实验手
段（扫描电镜和分光镜）的结果 ()’(,-［/］!可以发现
在交叉位置处，两管发生了局部的明显的变形，这正

是碳纳米管分子间范德华力的作用结果 !

图 3 交叉放置的手性为（"1，(）的两根单壁纳米管 （4）给定初

始间距为 ()’3( ,-的初始构型；（5）管间距为 ()’’( ,-的自由平

衡构型

例 " 平行排列的单壁纳米管（（"1，(）2（"1，
(））的黏附行为计算 !
图 0（4）给出了初始管间距为 ()’3( ,-平行排

列的两单壁纳米管（"1，(）!基于本文所提出的方法，
可以得到：如图 0（5），在不受外力的情况下，平行的
两管在范德华力的作用下自动吸引到一起，并且间

距为 ()’/1 ,-!这一结果非常好地吻合了基于连续

体分析和分子模拟给出的结果 ()’+( ,-［0］!进而会
发现上管悬浮在上面，且两管的横截面局部变得扁

平 !这一变形现象也非常好地吻合了基于分子动力
学所观察的现象［/］!

图 0 平行排列放置的手性为（"1，(）的两根单壁纳米管 （4）给

定初始管间距为 ()’3( ,-的初始构型；（5）范德华力作用下的自

由平衡构型

由于采用参数二次规划法进行求解，因此算法

通过基底交换一次获得最终结果，没有收敛性问题 !
这对于本文所计算的所有例题都是如此，体现了算

法的很好的收敛性 !

0 ) 结 论

由于范德华力在力学中有凸凹相间的非线性本

构特征，本文提出了处理非成键原子间范德华力的

广义参变本构模型以及基于此进行数值模拟碳纳米

管结构力学行为的改进规划算法，其中范德华力的

作用采用非线性杆系单元来模拟 !由于数学规划法
的采用，使本文方法有着非常好的收敛性，因此对于

纳米管结构变形形态给出了较好的预测，也证明了

这种方法的正确性和有效性 !此外，需要指出的是算
法的精度与曲线的分段线性化数目相关，增加曲线

的分段线性化数目将会提高对曲线的近似程度，从

而会提高解的精度；但是另一方面，增加分段线性化

数目也将会增大计算的成本 !为解决该问题，可以引
入迭代与规划算法相结合的手段进行计算［"(］，这是

下一步要进行的工作 !
值得指出的是，本文建立的模型属于分子力学

范畴，以上工作研究了纳米管间静力相互作用问题，

要研究其动态特性，可在本文工作基础上发展考虑

0*/"’期 张洪武等：范德华力的广义参变本构模型及其在碳纳米管计算中的应用



范德华力作用的纳米结构动力学计算模型，进而研 究纳米结构的动力学行为 !
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