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采用电阻分路（()*）模型，运用数值计算方法研究二维约瑟夫森结阵列的涡旋度，涡旋密度涨落随温度的变
化，表明了超导阵列中存在 +,-型相变 .还研究了相变点附近的涡旋噪声频谱随温度、驱动电流变化的特性 .计算
结果与最近实验报导定性一致，并能用涡旋的运动图像来解释噪声频谱的变化规律 .
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# @ 引 言

超导位相涨落引起在零磁场下涡旋的 +A;B<C87BD
,EA98<;; -<C<D7?;F77（+,-）相变［#，"］.当温度低于 +,-
相变温度 !+,-，涡旋与反涡旋束缚成对，当温度高于

!+,-，束缚对态被解除，自由涡旋运动产生电阻，改

变了材料的输运性质 .在磁场作用下仍然存在一个
涡旋态变化的相变温度［1］，在相变点伴随着涡旋激

发引起的输运性质变化 .
为了研究高温超导薄膜和人造超导阵列中由涡

旋运动引起的输运性质变化，在实验上通常进行 "4
# 曲线和磁通运动噪声测量［1—/］. "4# 特性反映磁通
运动对外电场的整体响应，而用超导量子干涉仪

（)GHIJ）测量局域内的磁通量噪声反映了涡旋密度
的涨落 .最近，K<;B7? 等［1，0］对高温超导 L-6"M91N/

（L-MN）薄膜进行了磁通噪声谱密度 $!（"）测量，发
现存在一个与温度有关的特征频率"$（!）.在频率
大于特征频率的高频区，$!（"）与频率无关 .在频率
小于特征频率的低频区，$!（"）与频率有"

O %关系

（其中 % P #@3，#@/3）.在接近电阻相变温度处，特征
频率"$（!）表现出随温度升高突然大幅度的增大 .
(AQ<C;等［3］实验研究了超薄 -7")C"M6M9"N’（-)MMN）
在超流相变附近的 $!（"）变化，发现 $!（"）与频率
有"O #@3关系 . M6?=76等［&］与 )E6R等［/］实验研究了人
造二维超导三角和平方阵列在超导相变温度附近的

噪声频谱 .他们发现在无磁场作用下超导相变是由
热激发引起的涡旋与反涡旋对解除束缚而形成的

+,-型相变 .当温度高于相变温度，$!（"）在特征频
率以下是白噪声，在特征频率以上与 #S"成正比 .
目前对超导薄膜和人造超导阵列中相变点附近

磁通噪声频谱的理论研究还很少报道 .本文采用二
维约瑟夫森结阵列（"J **T;）中的电阻分流结（()*）
模型，数值模拟描述弱连接超导体涡旋运动的动力

学方程组，研究 "J **T;中的涡旋在热激发，及电流
驱动情况下引起的涡旋相变性质 .计算热激发以及
电流驱动情况下 **T;中产生的涡旋度（&<）及涡旋

密度涨落（!&）"，涡旋运动噪声频谱 $U（"）的变化
行为 .得到以下重要的结果 . #）由 &< 与（!&）" 的突
变表明超导阵列中确实存在着热激发的 +,-型相
变 . 涡旋相变温度 !+,-不因有无外加电流而改变 .

"）温度在 !+,-以上和 !+,-下的 $U（"）图像，以及噪
声强度随温度的变化都表现了完全不同的规律，因

此实验上可以通过测量 $U（"）图像随温度的变化
求出涡旋运动的 +,-型相变温度 !+,- . 1）!+,-以上

的频谱图像中存在一个分频谱为两部分的特征频率

"$（!）.低频" V"$（!）时，$U（"）表现了自由涡旋
运动的特征，是白噪声 .高频" W"$（!）时，表现为
涡旋对的频谱特征，即随频率的变化关系为指数下

降 $U（"）""O #@3 . 0）涡旋运动噪声频谱 $U（"）随电
流的变化有类似的关系 .其特征频率"$（!，’，"）不
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但是温度的函数，也是磁场［!］和驱动电流的函数 "我
们得到的结果与以上实验报道相一致［!—#］"并能很
好地解释超导阵列和薄膜中的涡旋运动相变及在相

变点附近的涨落和耗散性质［$，%］"

& "模型和方程

高温超导薄膜是弱连接超导体，可以采用 &’
(()*模型研究磁通运动性质 "在图 +中，由超导格点
（图中阴影部分表示）在二维空间中排列成 !（ , !"

- !# , +% - +%）个正方格子，相邻两格点在 $ 和 %
方向都由约瑟夫森结连接 "磁场的方向垂直于阵列
面 "在没有位置无序的情况下，晶格常数在两个方向
上是相同的 "外加偏置电流沿 % 方向由阵列的首行
流入，末行流出 "在 $ 方向上使用周期性边界条件，
而 % 方向上使用自由边界条件 "一般情况下格点之
间的结面积很小，故格点间电容可忽略不计 "

图 + 约瑟夫森结阵列模型图

我们用电阻分流约瑟夫森结（./(）方法表示通
过格点 & 和 ’ 之间结电流 (&’ 为

［+0］

(&’ , )&’ 1*&’ 2 (3&’ *45（!
+
&’）2 (6，&’， （+）

以上公式中右边第一项为通过结电阻为 *&’ 的正常

电流，第二项为约瑟夫森结电流，(3，&’ 是结的临界电
流，!+

&’ 表示 & 和 ’ 超导格点的相位差!+
&’ ,!& 7!’ 7

+&’，其中 +&’ ,（&!1"0）!
’

&
+·8 ,表示由于磁场作用而

产生的矢量势（"0 , -. 1&/ 表示磁通量子）"第三项

(6，&’ 是为模拟 & 和 ’ 间热噪声效应的朗之万噪声
电流［++］"

(6，&’ , ( 9:0（0）"
1
#（ 2 7 21）$（ 21）%（3 7 41），

（&）
( 9:0（0）代表热涨落电流的强度，它正比于温度 0
值 "$（ 21）是具有平均值为 0、宽度为 + 的高斯分布
随机数，21 表示第 1 个时间步长 " 3 是控制噪声在给
定磁通上的概率，41 是第 1 步的随机数 "%（ "）是单
位阶梯函数 "由 (()*中的每个超导格点电流守恒定
律得到!& 的运动方程为

+
*&’"’

8
82（!& 7!’）

, &/{& (& 7"
’
(3，&’ *45（!& 7!’ 7 +&’）7"

’
(6， }&’ ，（!）

这里"
’
表示对 & 最近邻结点 ’ 求和 " (& 是外加偏置

电流，首行 (& , (，末行 (& , 7 (，其他格点 (& , 0"在
朗道规范场中矢量势

+&’ , 7 &!5
"0

（ 6"’ 2 6"&）（ 6#’ 7 6#&）
& ， （;）

5为外加磁场 "考虑〈"
’
+&’〉, &!

57&

"0
, &!8，由此可

以看出 8 就是被磁通量子"0 规格化的磁通个数 "考
虑阵列中每一个点的临界电流都是相同的，磁场作

用可以通过 8 来反映 "我们采用四阶龙格<库塔算法
模拟磁通位相运动方程组（!）"取总的时间步 0 ,
+;+0#&’0，时间间隔 "2 , 0=0>’0，并且去掉前

+0000’0 个时间步达到系综平衡 " 时间单位’0 ,&1
（&/*(3），频率单位(0 , +1’0，温度单位 00 ,&(3 1
（&/1?）都采用自然单位 "为了研究磁通涡旋变化，我
们定义激发产生的涡旋度为 !@，

!@ , +
（! 7 +）&" A 9（ 6，2）7 8 A， （>）

其中 6为 ;个结所围的空间位置，在图 +中用空白的

小方块表示 "" 表示对所有 6位置求和，#: 为对时

间求平均值 " 在 6 位置 2 时刻的涡旋 9（ 6，2）,

7"
6
9 459（!+

&’ 1&!），9 459（:）表示最接近参数 : 的整

数值，"
6
表示围绕 6空位 ;个最近邻格点 &和 ’之间

位相求和，即表示沿 6 处的方形空位 ;个边界求和 "
9（ 6，2）的值取 2 +，7 +分别对应于一个正涡旋和一
个负涡旋，而当取 0 时，表示该处的正负涡旋相抵
消 "定义 2 时刻的涡旋度和涡旋密度涨落（#!）& 为

!（ 2）, +
（! 7 +）&" 9（ 6，2）， （B）
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（!!）! "〈!（ "）! # !（ "）!〉$ （%）
最后定义涡旋度噪声的谱密度 #&（!）为 !（ "）的傅
里叶展开

#&（!）"
’
$!

$

’
( "!（ "）)#*!"

!

$ （+）

, $结果和讨论

首先，我们计算有序 !- ../0 阵列在无外加电
流和磁场情况下的涡旋度 !) 以及涡旋密度涨落

（!!）! 随温度 $ 的变化，表示在图 !（1）中 $我们把
!) 从无增加到 2 3 ’4# 5对应的温度作为相变温度，

得到 $678 " 49:2 $在 $ ; $678时涡旋被钉扎，!) 和

（!!）! 保持为零 $而当温度升高到 $ < $678时，!) 开

始增大，（!!）! 跃变到极大，这一现象与 678 相变
的特征一致 $根据 678相变理论，在二维体系会产
生一些拓扑型激发，即涡旋和反涡旋对 $温度升高热
涨落作用大于涡旋之间互作用，故而涡旋对解体产

生运动，在相变温度涡旋度 !) 及其涨落发生突变 $
图 !（=）表示在低频区不同频率! " 2，,2 和 24 时，
噪声强度 #&（!）随温度 $ 的变化 $我们可以看到，
低频区的三种频率对应的 #&（!）在 $678处都出现

了极大值，表示在涡旋运动起始温度处低频噪声强

度最大，涨落最强 $这一现象与文献［’!］中对 >8?@
超导圆盘的磁通噪声实验测量得到的结果相一致 $
另外从图中可以看出噪声强度随频率的增大而

下降 $
在确定 $678以后，我们进一步计算了在相变温

图 ! （1）!) 和（!!）! 与温度 $的关系；（=）不同频率的噪声强度与温度 $的关系

度附近涡旋运动噪声谱密度 #&（!）随温度的变化
表示在图 ,中 $我们发现 #&（!）总是随着频率的增
大而降低，但不同的温度下 #&（!）下降的趋势和规
律并不相同 $温度在 $678以下的噪声频谱表示在图

,（1）中 $可以看出温度从 49+上升到 49+:时，#&（!）
的值随温度的升高而增大 $在低频区域 #&（!）随!
增大而减小 $在高频区域 #&（!）的值虽然涨落很
大，但两条曲线随!增大而减小的渐近形式按!# %

衰减，衰减的斜率趋向相变温度时的斜率 % " ’924 $
温度在 $678以上的噪声频谱表示在图 ,（=）中 $在相
变温度 49:2 时 #&（!）曲线随!增大而减小，下降
的形式为 #&（!）"!# ’92 $温度增大到 ’9,和 ’92时，

#&（!）随!的变化与（1）图情况完全不同 $首先，随
着温度的升高 #&（!）的强度呈下降的趋势 $另外，

在温度升高为 ’9, 和 ’92 时，#&（!）频谱中明显存

在一特征频率!4（$）分频谱成为两个部分 $ 当频率

低于!4（$）时，#&（!）与频率无关，表现为白噪声；

而当频率大于!4（$）时，#&（!）"!’92形式衰减 $同

时还可以看出特征频率!4（$）有明显的温度关系 $
随温度的升高，特征频率!4（ $）也随着升高，使白

噪声的频率范围变的更宽 $在温度下降到接近相变
温度时，特征频率!4（$）几乎下降为零 $ 因此可以

由特征频率!4（$）下降为零的特征判断发生相变

的温度 $
我们对于涡旋运动噪声频谱特性的分析如下：

由扩散方程知道噪声频谱的低频响应来自能延伸到

较大尺寸的信号贡献，高频响应则与较小尺寸信号

有关 $涡旋对具有短相干长度，自由涡旋运动具有大
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的相干长度，因此频谱 !!（!）中低频行为来自自由
涡旋运动，而频谱中高频行为来自涡旋对的运动 "图
#（$）中 "%&’以下时系统中无自由涡旋，涡旋对的运

动起主导作用 "涡旋对的 !!（!）随!增大呈!( #减

小，在接近相变温度时，# ) *+, "而且涡旋对的运动
随着温度升高而加快，出现噪声强度随温度升高而

增大 "图 #（-）中温度在 "%&’以上时系统中出现自由

涡旋和涡旋对的混合，其中自由涡旋运动决定频谱

中的低频响应行为，而涡旋对运动决定频谱中的高

频响应 "由于自由涡旋之间是互不关联的整体，则对
应于 !!（!）的低频区出现白噪声 "由于温度升高自
由涡旋密度增大，白噪声范围变大，所以特征频率

!.（"）也随温度升高而增大 "同时自由涡旋运动随
温度的升高而趋于平稳，使得噪声强度减小 "

图 # 不同温度的涡旋噪声谱 !!（!）（$）" / "%&’；（-）" 0 "%&’

图 1 （$）不同温度下 $23 % 变化曲线；（-）温度 " ) .+4时不同电流作用下的 !!（!）

最后，我们还计算了在外加驱动电流 % 作用下
5567在温度分别为 .+*，.+8和 *+.时的 $2 3 % 曲线，
表示在图 1（$）中 "插图中表示的是对应的 9:;$&3 9:; %
曲线 "首先从图中可以看到在低温 " ) .+*时，在驱
动电流增加到 %< ) .+= 时也能使涡旋对解体，涡旋
运动产生电阻 "当 " ) .+8，$2 发生变化的临界电流

是很小的值，几乎为零 "当温度增大到 " ) *+. 时，
即使不加电流，涡旋对已在热运动的作用下解体，

$2 有了一定数值 "由插图更清楚可见，当温度在 "
) .+8升高到 " ) *+. 范围中，9:;$239:; % 曲线的变
化由原先的非线性增大变为后来的接近线性形式，

预示着 %&’相变存在于这一温度范围内，与图 4表
示的无电流时 %&’型相变温度 "%&’ ) .+8,是符合
的 " 由此我们可以得出这样的结论：驱动电流的动
力学作用和温度的热效应都能增大超导阵列中的涡

旋密度，使涡旋运动，它们的 %&’型相变温度大致
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相同 !这一结论与文献［"］中报道的外加磁场对涡旋
运动的影响相一致 !
我们还计算了低温（! # $%&）时不同电流作用

下的 "’（!）变化，如图 (（)）所示 !随着电流从 # #
*%$，*%(增大到 *%+，"’（!）与图 "（)）中随温度变化
的噪声频谱是一致的，也存在特征频率!$（!，#，$）
分 "’（!）为白噪声和指数下降的两部分 !随着电流
增大，!$（!，#，$）增大，低频白噪声范围增大，同时

"’（!）强度减小 !这是因为电流使自由涡旋密度的
增加增大了低频白噪声范围，同时电流使涡旋运动

逐渐趋于平稳，降低噪声强度 !

( !结 论

我们计算了 &, --./中磁通涡旋度 %0，涡旋密

度涨落（!%）& 随温度 ! 的变化以及在相变温度附
近的涡旋运动噪声频谱 "’（!）随温度、驱动电流的
变化 !计算结果表明在无外加驱动电流时，由涡旋度

%0 以及涡旋密度涨落（!%）& 随温度升高到一定时
会出现突变，表明超导阵列中的相变是 123型，并
由此可以确定了相变温度 !123 !由 !123附近涡旋运

动噪声频谱 "’（!）随温度的变化图像表明，低于
!123时 "’（!）表现了短相干长度涡旋对的噪声频谱
特征，即随频率增大而减小，噪声强度随温度上升而

增大 !在相变温度的频谱曲线为 "’（!）!!4 *%5 !温
度高于 !123时的频谱以一特征频率!$（ !）为分界
点 ! 高于!$（!）的高频区频谱有 "’（!）!!4 *%5形

式，低于!$（!）的低频区，"’（!）为与频率无关的白
噪声 !同时!$（ !）是温度的函数，随温度升高而增
大 !我们还计算了 %0、不同频率的噪声强度与外加

驱动电流的关系，发现有电流驱动时与热力学驱动

同样存在 123相变，123型相变温度基本不变 !特
征频率!$（!，#，$）不但是温度的函数，也是驱动电
流和外磁场［"］的函数 ! 这些计算结果很好地符合了
实验上的测量结果并能反映超导材料中的涡旋运动

的特性 !
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