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通过选取具有正确渐近行为的标度函数形式，将自洽的模耦合理论推广应用到对非局域的 )*+,-*.,-/0+1 方程

的动力学标度性质的研究中 2通过分析得到，在强耦合区基底维数 ! 3 #，" 的情况下，动力学指数 " 随非局域参数!
的变化关系 2将这一结果与动力学重正化群理论和直接标度分析得到的结果进行了对比 2
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# > 引 言

近年来，表面界面粗糙生长动力学已成为凝聚

态理论和非平衡统计物理学领域内十分重要的研究

课题，并取得了一系列重要的成果［#—(］2在表面界面

生长的粗粒化描述中，表面的生长高度是用时间及

空间的单值函数 #（ !，$），即生长高度函数来表示

的 2 #（ !，$）表示在 $ 时刻基底 ! 处的相对生长高

度 2研究发现，在很多情况下，粗糙生长的表面具有

自仿射的分形结构，生长高度函数 #（ !，$）满足以

下形式的标度变换不变性［#，"］：

#（!，$）3 % @"#（%!，%"$）， （#）

式中"和 " 分别为表面粗糙生长的粗糙度指数和动

力学指数 2粗糙生长表面的标度性质可以用总的表

面宽度

&（’，$）3 〈（#（!，$）@ #—（!，$））"" 〉

来描述，其中 #—（ !，$）表示在 $ 时刻表面的平均生

长高 度，〈·〉表 示 对 噪 声 的 统 计 平 均 2 A0789B 和

C8?DEF［5，4］认 为 在 基 底 宽 度 为 ’ 的 有 限 系 统 中，

&（’，$）满足如下的标度规律：

&（’，$）3 ’"(（ $ G’" ）2 （"）

（"）式中的标度函数 (（ )）具有以下渐近行为：当

)#$时 (（)）H )"G " ，而当 )#I时 (（)）趋于常数 2动
力学指数 " 及粗糙度指数"表示了系统在长时间及

大尺度极限下的渐近行为，决定了生长过程所属的

普适类 2
在表面界面粗糙生长的动力学标度理论中，通

过对相应的生长过程建立起唯象的 J0+KEL8+ 类型的

连续性动力学方程，然后使用解析近似或数值方法

对方程进行分析，以确定生长过程所具有的标度性

质是一种十分成功的方法［"，(］2常见的动力学方程有

6;M0/;D,N89F8+D.+（6N）方 程［&］，O0/;0/,P0/8D8,Q:0+K
（OPQ）方程［’］，)*+,-*.,-/0+1（)--）方程［%］等 2其中最

简单的 6N 方程是线性的，仅考虑了表面扩散效应

的影响 2为考虑侧向生长的影响，在 6N 方程中引入

非线性项，则建立了 OPQ 方程 2研究表明，许多生长

过程属于 OPQ 方程所描述的普适类，这一方程已成

为研究表面界面粗糙生长过程最重要的连续性动力

学方程 2 )-- 方程是在 OPQ 方程的基础上考虑了守

恒律对生长过程的影响而建立的，研究发现，)--
方程描述了不同于 OPQ 方程的新的普适类［%］2为研

究生长过程中长程相互作用即非局域相互作用对表

面界面生长过程的影响，R*+K 等［S］提出了非局域的

)-- 方程，并用动力学重正化群方法对方程进行了

分析 2本文作者之一唐刚等［#$］应用直接标度分析方

法对非局域的 )-- 方程等进行了分析，在强耦合区

和弱耦合区分别得到了生长过程中标度指数随非局

域参数变化的关系 2
以上动力学方程除 6N 方程是线性的，有严格

的解析解外，其余方程都是非线性的，难以严格地解

析求解 2常用的解析近似方法有直接标度分析方法、
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动力学重正化群方法和自洽模耦合理论等 ! 直接标

度分析方法是假设方程在呈现标度行为时，方程中

的各项在一定线度上作粗粒化平均后，应具有相同

的幅度等级或者可以忽略 !使用直接标度分析方法，

可以方便地分析出 "#$%&’($ 类型的动力学方程的标

度指数［))，)*］，但不能给出有关生长过程更多的物理

机制 !动力学重正化群方法则是基于标度变换不变

性的一种微扰处理方法［+，,，)-，).］，在表面界面粗糙生

长的动力学标度理论中得到了广泛的应用，但通过

这一微扰的方法却很难得到动力学方程在强耦合区

的标度性质［)/，)0］!
自洽的模耦合理论［)+］是一种非微扰的解析近

似理论，可以分析动力学生长方程在强耦合区的标

度性质 !这种方法实质上是在对关联函数及响应函

数的圈图展开中，完全忽略了对顶点进行的重正化

修正，而只保留了对关联函数和响应函数的重正化

修正 !由于忽略了对顶点的重正化修正，表面上看来

自洽模耦合理论的精度似乎是不可控制的，但这一

理论方法在凝聚态理论的不同领域取得了广泛的应

用，并取得了一系列与实验十分相符的结果［)1—*2］!
在对动力学生长方程的讨论中，34# 和 56&7［*)］用数

值方法求解了 89: 方程的模耦合方程，得到在 ) ; )
维下的动力学指数与通过数值模拟得到的结果完全

一致；56&7 等［**］由 "#$%&’($ 动力学的场论形式系统

地分析了动力学生长方程的模耦合理论；<=［*-］应用

了直接积分的数值方法求解模耦合方程，研究了

89: 方程的最高维数；>?@#(?6( 和 A??6&［*.，*/］用自洽

模耦合理论研究 89: 方程在强耦合区的标度性质，

通过构造符合关联函数及响应函数渐近行为的标度

函数的形式得到了 89: 方程在强耦合区的标度指

数并确定了方程的上临界维数；3= 等［*0］将模耦合

理论应用到了非局域的 89: 方程，得到了动力学指

数对非局域参数的依赖关系 !
我们曾应用自洽的模耦合理论分析标准的 BCC

方程（或局域 BCC 方程）在强耦合区域内的动力学

标度性质，并得到了合理的结果［*+］! 本文将应用自

洽的模耦合理论来分析非局域的 BCC 方程，研究方

程在强耦合区的标度性质，通过选取符合其渐近行

为的标度函数的形式假设得到生长过程的动力学指

数 ! 随非局域参数!在维数 " D )，* 情况下的变化

关系 !与动力学重正化群方法及直接标度分析方法

的结果相比，本文得到了 ! 对!的更详细的依赖关

系，因此能更真实地反映动力学方程所描述的生长

过程复杂的标度性质 !

* E 方程的自洽模耦合理论

F=$% 等［,］提出的非局域 BCC 方程可以写为

!#（!，$）
!$ D G"

"

.#（!，$）

G )
*

"

*!H!I#（!I）

"

#（! ; !I，$）

J

"

#（! G !I，$）;$K（!，$）， （-）

式中"为扩散系数，对应生长表面的张力 !$K（ !，$）
为守恒的 C#=LL(#$ 噪声，描述生长过程中的随机因

素，使得表面趋于粗糙化，且满足以下关联关系：

〈$K（!，$）〉D 2， （.）

〈$K（!，$）$K（!I，$I）〉D G *%

"

*%"（! G !I）%（$ G $I）!
（/）

（/）式中 " 为生长基底的维数，% 为噪声幅度 !方程

（-）中核函数#（ !）表示生长中的非局域相互作用，

通常把#（ !）写成短程部分及长程部分两项：短程

部分写为&2%（ !），长程部分写为&!&!
G " ! 在 5?=6(&6

空间，#（"）的表达式为

#（"）D&2 ;&!’
G!，

当&! D 2 时，方程（-）可约化为标准的 BCC 方程 !在

5?=6(&6 空间，方程（-）和噪声满足的关系式（/）可表示为

#（"，’）D #2（"，’）; )
* (2（"，’）

J!)，
[

(
G ’*#（*#）

)
* " ;( )# )

* " G( )#
J # )

* " ; #，
)
*’ ;( )(

J # )
* " G #，

)
*’ G( ) ]( ， （0）

〈$K（"，’）$K（"I，’I）〉

D *%（*#）";) ’*%"（" ; "I）%（’ ;’I），（+）

式中

(2（"，’）D )M（"’. G (’）

为裸 传 播 子 ! 关 联 函 数 *（ "，’）和 响 应 函 数

(（"，’）分别定义为

*（"，’）D〈#（"，’）#"（"，’）〉， （1）

(（"，’）D%G "（" ; "I）%G)（’ ;’I）〈!#（"，’）

!$（"I，’I）〉，

（,）

式中〈·〉表示对噪声的统计平均 !根据模耦合理论的

基本处理方法［)+，*)，**］，可以得到响应函数和关联函
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数的自洽模耦合方程，

! !"（!，!）# ! !"
$（!，!）%!"，"

#&#’（’" ! !）

(［"（! ! "）］（"·!）$（"，"）

( !（! ! "，! !"）， （"$）

$（!，!）# $$（!，!）% "
’ ) !（!，!）) ’

(!"，"
#&#’（’" ! !）［"（! ! "）］’

( $（"，"）$（! ! "，! !"），（""）

式中

$$（!，!）# ’%$ #’ ) !（!，!）) ’

为裸关联函数 *在强耦合极限下，响应函数和关联函

数应具有下面的标度形式：

!（!，!）# # ! &’（!+ #&），

$（!，!）# # !$(（!+ #&），
（"’）

式中 ’（ )）为复函数而 (（ )）为实函数 *将以上的标

度形式代入到方程（"$），（""）中，在!，#"$，但保持

!+ #& 有限的情况下仅保留方程中起主要作用的项，

可以得到指数$和 & 满足以下的关系式：

$ % & # , % * ! ’%* （"-）

方程（-）满足 ./0102/3 变换不变性使得标度指数&
和 & 满足如下恒等式［’,］：

& % & # & !%* （"&）

由（"-），（"&）式可以得到

$ # ’& % * % & * （"4）

这表明，在本文中关联函数满足的标度形式与在

567 方程中是相同的 * 将以上标度形式代入到模耦

合方 程（"$），（""）中，可 得 在 强 耦 合 区 标 度 函 数

’（)）及 (（)）满足以下的方程：

’ !"（)）# ! 1) % +"（)）， （"8）

(（)）# ) ’（)）) ’ +’（)）， （"9）

式中 ) #!+ #& ，+"（)）和 +’（)）的表达式分别为

+"（)）# ,!
!

$
:’;13*!’’

(!
<

$
:""’ &!9%’%- !’%% （=>;’’ ! "=>;’）- ! &

(!:.(（.）’ ) ! ."&

-[ ]& ， （",）

+’（)）# ,
’!

!

$
:’;13*!’’

(!
<

$
:""’ &!9%’%-&! *!,%’%- !’%% （=>;’ ! "）’

(!:.(（.）( ) ! "&.
-[ ]& * （"?）

这里

, #(’
%/*!" +（’!）*%"，

其中 /* 为 * 维球体的表面积 *
-’ # "’ ! ’"=>;’ % "，

-’% # &"’ ! &"=>;’ % "*
以上标度函数满足的方程（"8），（"9）对任意的

) 取值都应具有自洽性，由此可以求得非局域的

@.. 方程对应生长过程的动力学指数 & # &（*，%）的

取值 *通过这一性质求解 & 的方法是假设标度函数

’（)），(（)）具有简单的指数形式，且在标度极限即

当 )"<时，’（)），(（)）的形式假设应与方程（"8），

（"9）中 ’（)），(（)）具有相同的渐近行为［’4］*在 )"
<时，（",），（"?）式中 +"（ )），+’（ )）的渐近行为主要

由 " A )"+ & 来确定 * 在（",），（"?）式中仅考虑 ) 的幂

次项，应用简单的指数运算得到

(（)）A ) !"!)+ & ， （’$）

’B（)）# B2［’（)）］A ) !"!8+ & ，

’ 0（)）# CD［’（)）］A ) !"，
（’"）

式中

) # "’ % * ! ’ & ! ’%*
方程（"8），（"9）变换到 E>FG12G 空间有

’H 0

) ’ ) ’
（1）# 2+"（1）， （’’）

(H
) ’ ) ’

（1）# 2+’（1）， （’-）

式中 2+"（1）及 2+’（1）分别为 +"（)）和 +’（ )）的 E>FG12G
变换，

2+"（1）# ’!,!
<

$
:’;13*!’’!

<

$
:" "’&!9%’%-!’%%

(（=>;’’ ! "=>;’）(H（1"&）’H B（1-&），（’&）

2+’（1）#!,!
<

$
:’;13*!’’

(!
<

$
:" "’ &!9%’%- !’%% -’ &! *!,%’%

(（=>;’ ! "）’ (H（1"&）(H（1-&）* （’4）

文献［’&］中给出了标度函数 ’H（1）和 (H（1）符合其渐

近行为的合理假设，据此这里假设标度函数 ’H（1）和

(H（1）具有下列指数形式：

’H（1）# ’$’（1）2IJ（! ) 1 ) 8+ &）， （’8）

(H（1）# 32IJ（! ) 41 ))+ &）， （’9）

式中 $ 取 "+’，3，4 一般可假设为依赖于 *，&，(% 的

常数 *在坐标空间，当 ) 的取值足够大时，由这里标

度函数的形式假设可得
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!（"）!#" !"!#$ $ % &" !"， （’(）

%（"）!#" !"!!$ $ ) （’*）

这里 # 为常数，因而在 ""+时，所假设的标度函

数的指数形式与方程（"#），（",）中具有相同的渐近

行为 ) ""+时，在 -./0&10 空间中对应于 &"2，此时

方程（’’），（’3）应该是自洽的，其中 4 !（ "）4 ! ’# "’，

因而方程（’’），（’3）等号左边的取值分别取决于

5’ !6 ’ $5&’ 和 5’ %6 $5&’ ) 由此，在 &"2 时方程（’’），

（’3）可化简为

3（# ! $）
$’ 7 8&9

&"2
4 & 4 ’!#$ $()"（&）， （32）

*+!$ $
!（! ! $）

$’ 7 8&9
&"2

4 & 4 ’!!$ $()’（&）) （3"）

将标度函数 !6（&）和 %6（ &）的假设（’#），（’,）式代入

（’:），（’;）式中并简化积分表达式，则方程（32），

（3"）可以化简为下列耦合方程：

,*-<.
+ 7 3.（# ! $）

!$’
’’"

+)（+，$，"）
， （3’）

,*-<.
+’ 7!

’（! ! $）
!$’

’（’ $!!）$!%’"

"
’ $ !!( )
!

， （33）

式中"（·）为 =>99> 函数，

-<. 7$
!

2
5#?&@.!’#，

! 7 "’ % . ! ’ $ ! ’"，

)（+，$，"）7$
+

2
5 /（" !" ! # /#）/’ $!,

A 1BC（! +!$ $ /! ! /#）)
在方程（3’），（33）中 * 可取为常数，+ 7 +（ $，.）的

表达式可以通过与文献［’:，’#］中类似的讨论得到

+ 7［’（: ! $）］!" )
求解方程（3’），（33）即可得到动力学指数 $ 随着非

局域参数"的变化关系 )

3 D 分析与讨论

通过数值求解方程（3’），（33）得到了 . 7 "，’ 情

况下动力学指数 $ 对不同的非局域参数"的取值，

并在图 "、图 ’ 中画出了 $ 对"的依赖关系 )为便于

比较，图 "、图 ’ 中同时给出了应用动力学重正化群

方法［*］和直接标度分析方法［"2］得到的结果 )
由图 " 和图 ’ 所给出的动力学指数 $ 随非局域

参数"的变化关系可以看出，当"7 2，在 . 7 " 和 ’
时，动力学指数分别为 $ 7 3);2（. 7 "）和 $ 7 3),2（.
7 ’）)这里的结果与我们使用自洽模耦合理论分析

图 " . 7 " 时动力学指数 $ 与非局域参数"的关系

图 ’ . 7 ’ 时动力学指数 $ 与非局域参数"的关系

处理标准的 E== 方程所得到的结果完全相同［’,］，同

时也与使用动力学重正化群方法和直接标度分析方

法所得到的"7 2 时的结果相近［*，"2］)这说明本文使

用自洽模耦合方法对非局域的 E== 方程所进行的

分析是可行的 )与使用动力学重正化群方法及直接

标度分析方法得到的动力学指数 $ 随非局域参数"
的变化呈简单的线性关系不同，本文使用自洽模耦

合理论得到了 $ 随"较为复杂的变化关系，特别是

"的取值在 2—"D2 范围内，$ 随"的变化出现了一

些反常，这与使用自洽模耦合理论分析非局域 FGH
方程所得到的结果十分相似［’#］)

: D 结 论

本文将自洽模耦合理论推广应用到对非局域的

"’2’: 期 郝大鹏等：非局域 E/@I=/.I=0>@J 方程的自洽模耦合理论



!"" 方程动力学标度性质的分析中，得到了合理的

结果 #与动力学重正化理论和直接标度分析理论中

采取的过于简单的近似方法相比，在分析非局域的

!"" 方程在强耦合区域的动力学标度性质时，本文

所采用的自洽模耦合方法应当更为严格和准确，因

此得到了动力学指数 ! 随非局域参数!更加复杂的

依赖关系，所得的结果也应当更加可靠 #本文所得到

的结果将会为研究非局域相互作用对表面界面粗糙

生长动力学标度性质的影响提供十分有价值的理论

依据 #

［$］ %&’()* + $,,- "#$%&$’，(%$’)*+ $*, -#./&0 "$# 1#.2 345)’)6#)52
（.’/01)23&：.’/01)23& 4*)5&16)78 +1&66）

［9］ :’1’0’6) ; <，!7’*=&8 $,,> "#$%&$’ 7.*%89&: )* (5#1$%8 -#./&0
（.’/01)23&：.’/01)23& 4*)5&16)78 +1&66）

［?］ @’=A)* @ B，CD’*3 E . $,,> ;0<: # =89 # !"# 9$>

F1G3 H $,,I >,? # ;0<: # #$ $?,
［J］ K’/)=8 K，L)M6&( B $,,$ @<*$2)%: .1 "#$%&$’ (5#1$%8:（!)*3’AN1&：

ON1=2 !M)&*7)P)M +1&66）

［>］ K’/)=8 K，L)M6&( B $,-> A # ;0<: # ; %& <I>
［Q］ R2S’126 ! K，O)=()*6N* T U $,-9 ;#.% # = # (.% # B.*,.* ;

’&% $I
［I］ F’12’1 %，+’1)6) "，CD’*3 E . $,-Q ;0<: # =8? # B8&& # "$ --,
［-］ !G* B，"GN @，"1’*7 % $,-, ;0<: # =8? # ; #( QIQ?
［,］ HG*3 E F，F)/ V %，F)/ H % $,,- ;0<: # =8? # R "& >JQI
［$W］ B’*3 "，%’ : F 9WW$ ;0<:)%$ ; !)& 9>I
［$$］ @&*76MD&= @ " R，K’/)=8 K $,,$ ;0<: # =8? # B8&& # $$ $,-9
［$9］ B’*3 "，%’ : F 9WW9 >%&$ ;0<: # ()* # "% ,,J（)* .D)*&6&）［唐

刚、马本堃 9WW9 物理学报 "% ,,J］

［$?］ %&2)*’ R，@S’ B，F’12’1 % 8& $’ $,-, ;0<: # =8? # ; ’) ?W>?

［$J］ B’*3 "，%’ : F 9WW$ ;0<: # =8? # R $’ W9$$WQ
［$>］ :D’77’MD’1X&& H F，!’1/’ ! T，FN7=8’1 U $,,Q ;0<: # =8? # R "’

U$?$?
［$Q］ B’*3 "，%’ : F 9WW$ >%&$ ;0<: # ()* # "( ->$（)* .D)*&6&）［唐

刚、马本堃 9WW$ 物理学报 "( ->$］

［$I］ TND&178 H +，%NN1& % ;，F)/ H % 8& $’ $,,J ;0<: # =8? # B8&& # *!

9WJ$
［$-］ "Y7Z& O，!XY31&* < $,,9 =89 # ;#.+ # ;0<: # "" 9J$
［$,］ K1&8 R，!MDS’0= K $,,J >,? # ;0<: # #’ >II
［9W］ F’S’6’() F $,IQ C* ;0$:8 D#$*:)&).*: $*, 7#)&)%$’ ;08*.28*$（[&S

EN1(：;M’2&/)M +1&66）LN= >’
［9$］ @S’ B，K1&8 R $,,$ ;0<: # =8? # ; ## UI-I?
［99］ K1&8 R，B\G0&1 4 .，@S’ B $,,Q ;0<: # =8? # R "’ JJ9J
［9?］ BG E $,,J ;0<: # =8? # B8&& # *’ ?$W,
［9J］ .N=’)N1) K，%NN1& % ; 9WW$ ;0<: # =8? # B8&& # &$ ?,JQ
［9>］ .N=’)N1) K，%NN1& % ; 9WW$ ;0<: # =8? # R $’ W>I$W?
［9Q］ @G :，B’*3 " 9WW9 ;0<: # =8? # R $$ W9Q$W>
［9I］ B’*3 "，@’N T +，@’* F 8& $’ 9WWI ;0<:)%$ ; ’*" ,I
［9-］ HG*3 E F，F)/ V % 9WWW ;0<: # =8? # R $! 9,J,

99W9 物 理 学 报 >Q 卷



!"#$!%&’()(*"’* +&,"!%&-.#)’/ *0"&12 &$ *0" ’&’#&%3#
!-’!4-&!413’* "5-3*)&’!

!"# $"%&’()* +"() ,"() -." !/. 01’( !/" 21"() 3’.%4.() -/( 21.%&’()
（!"#$%&’"(& )* +,-./0.，1,/($ 2(/3"%./&- )* 4/(/(5 $(6 7"0,()8)5-，9:;,): 556778，1,/($）

（9’:’.;’< =6 >/?@ 577A；B’;.C’< D"(/C:B.EF B’:’.;’< 57 G#;’DH’B 577A）

IHCFB":F
J( F1.C E"E’B，H@ :1##C.() "( "(C"FK :#(C.CF’(F L.F1 F1’ "C@DEF#F.: M#BDC #M F1’ :#BB’?"F.#( "(< B’CE#(C’ M/(:F.#(，F1’ C’?M%

:#(C.CF’(F D#<’%:#/E?.() F1’#B@ .C )’(’B"?.K’< F# F1’ "("?@C.C #M F1’ <@("D.: C:"?.() #M F1’ (#(?#:"? N/(%,/#%,B"(F ’O/"F.#( "(<
F1’ ;"?/’C #M F1’ <@("D.: ’PE#(’(F <’E’(<.() #( (#(?#:"? E"B"D’F’B! "B’ :"?:/?"F’< (/D’B.:"??@ M#B F1’ C/HCFB"F’ <.D’(C.#( 6
Q 6，5 <.D’(C.#(C，B’CE’:F.;’?@ R +1’ B’C/?FC #HF".(’< "B’ :#DE"B’< L.F1 F1"F #M <@("D.: B’(#BD"?.K"F.#(%)B#/E F1’#B@ "(< C:"?.()
"("?@C.C R

"#$%&’()：S.(’F.: B#/)1’(.() #M C/BM":’C，<@("D.: C:"?.()，C’?M%:#(C.CF’(F D#<’%:#/E?.() F1’#B@
*+,,：7TUV，75T7

!&B#W’:F C/EE#BF’< H@ F1’ G"F.#("? G"F/B"? N:.’(:’ X#/(<"F.#( #M 01.("（,B"(F G#R 67AVU6VV）"(< F1’ N:.’(F.M.: 9’C’"B:1 X#/(<"F.#( M#B F1’ 9’F/B(’<

Y;’BC’"C 01.(’C’ N:1#?"BC MB#D 4.(.CFB@ #M Z</:"F.#(，01.("（,B"(F G#R 577=68）R

* Z%D".?：1<E7=[65A\ :#D

=575U 期 郝大鹏等：非局域 N/(%,/#%,B"(F 方程的自洽模耦合理论


