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通过求解系统的 +,-./01方程，研究了两个二能级原子和单模场相互作用系统中原子间纠缠和贝尔不等式破
坏随时间的演化特性，讨论了偶极相互作用、场与原子的失谐量对纠缠度以及贝尔不等式破坏的影响 2结果表明：
原子间偶极3偶极相互作用对纠缠度和贝尔不等式破坏有显著影响，失谐量增大会使两原子的纠缠度和贝尔不等
式破坏变大，并且两原子所能达到稳定的纠缠受偶极相互作用系数与失谐量两者之差的影响 2同时还发现两原子
的纠缠与贝尔不等式破坏并不是单调的函数关系，很小的纠缠也可以产生贝尔不等式破坏 2
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! @ 引 言

自从量子纠缠首先被 4,1AB=,13CD>D-AE73FDA=1
（4CF）［!］和 G?H0I>,1J=0［"］提出以来，它一直是物理学
中一个引人注目的研究领域，在量子通信和量子计

算中意义重大，是 K=--基制备、量子隐形传态［%］、量
子密钥分配［(］的基础 2同时，量子力学的非定域性可
以用 K=--不等式的最大破坏来表征 2近年来，人们提
出了许多制备量子态纠缠的理论和实验方案［’—$］，

其中腔3量子电动力学（腔3L4M）被公认是一种实现
量子信息处理最有希望的技术之一，并且两个原子

的纠缠态［N］已被实验所实现 2以上考虑的是理想情
况的模型，将所研究的系统看作是一个真正的封闭

系统，但是系统必定不可避免地、或强或弱地与周围

环境发生相互作用，导致系统中纯态量子相干性衰

减，这就是所谓的退相干过程 2因此，怎样保持量子
系统的相干性，减少或消除量子退相干已成为研究

的热点［*，!)］2人们引入了多套方案来解决退相干问
题，如利用环境的影响来解释或者引进一些产生随

机因素的新机制，在量子力学原有基础的框架中［!!］

或者对量子力学作某些修正［!"］来说明量子态的退

相干 2
为了解释相干性在宏观尺度上的消失，

+,-./01［!%］提出了一个简单的内禀退相干模型，认为
系统达到宏观尺度的时候相干性会自动破坏，这是

系统本身的一个物理特征，这个模型给出了对标准

量子力学的简单修正，很好地解释了宏观物体相干

性消失的现象，这是对量子力学运用于宏观尺度上

的有益探索，因此研究存在内禀退相干时纠缠态的

演化和 K=--不等式的破坏对深入认识量子相干性的
特性有较大的物理意义 2
利用这一理论，O,>61 等［!(］研究了二能级原子

与场的单光子相互作用过程中内禀退相干对纠缠度

的影响，王成志等［!’］研究了双模压缩真空态与原子

相互作用中的量子纠缠和退相干，谭霞等［!&］研究了

双模场与原子相互作用中的量子纠缠与内禀退相

干 2以上研究的都是 P671=A3Q/55,1JA（P3Q）模型的情
况，而对于 R6S,A3Q/55,1JA（R3Q）模型的纠缠演化研
究不多，最近，宋军等［!$］研究了两纠缠原子与二项

式光场相互作用动力学，单传家等［!N］研究了 R3Q模
型中的两纠缠原子的纠缠演化特性，T61J 等［!*］研
究了外辐射场对 R3Q模型中场和原子性质的影响，
但是他们没有考虑内禀退相干的影响 2而李上宾
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等［!"］研究了内禀退相干下两个原子在一个单模腔

中的量子纠缠，但是在文献［!"］中作者没有考虑场
与原子之间的失谐以及原子间的偶极#偶极相互作
用 $为了进一步研究两原子纠缠的动力学演化特性
以及纠缠与贝尔不等式破坏的关系，我们全面考虑

了存在场与原子之间的失谐以及原子间的偶极#偶
极相互作用存在时的情况 $通过求解系统的 %&’()*+
方程，研究两个二能级原子与单模光场相互作用过

程中，当存在内禀退相干时偶极#偶极相互作用和场
与原子的失谐量对纠缠度和贝尔不等式破坏的

影响 $

! , %&’()*+方程求解

%&’()*+认为，在充分短暂的时间内，量子系统
并非在幺正变换下连续演化，而是以一随机序列演

化 $若量子系统的状态发生变化，则系统的密度算符

!（ !）满足如下方程：

!-（ ! ."）/ 012 3 &
#$
（"）"( )#!-（ !）012 &

#$
（"）"( )# ，

（4）
式中$（"）是时间"的函数 $在标准量子力学中，系
统演化的概率 $（"）/ 4及$（"）/"，而 %&’()*+理
论仅假设在"充分大时 $（"）!4及$（"）!"，并设
’&5
"!"
$（"）/$"，从而有效地引入了一个最小时间段，

其倒数为%/ 46$" $由此得出系统的动力学方程，即

%&’()*+方程
7
7 !!
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这一方程修正了 89+ :0)5;++方程，引入了内禀退
相干因子%，可以看出，在极限%!<条件下，由（!）
式可导出 89+ :0)5;++方程 $
在旋转波近似下，考虑两个二能级的原子和单

模光场的相互作用，假设两原子间的距离小于光场

的波长，使得原子之间的偶极相互作用不可以忽略，

在这种情况下系统的哈密顿量可以表示为如下

形式［!4］：
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式中&" 为原子的本征跃迁频率，&为光场的频率，

( 为原子与光场的耦合常数，(为原子间偶极#偶极
相互作用强度，’’

&，’>
& 为原子的赝自旋算符 $

容易证明在哈密顿量（=）式中存在一个守恒量

* / % . % . 4 .’
’
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!

! ，

在 * / 4的子空间里我们可以得到哈密顿量 # 的三
个本征态和本征值［4?］
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我们可以得到 *+,-./0方程有如下形式的解：

$（ #）" !
1

$ " 2

#( )%
$ !
$！%

$（ #）$（2）%
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式中$（2）为系统的初始时刻的密度算符，%
$（ #）定

义为

%$（ #）" &$ 456（& +&#）456 & #
$%

&( )$ ( （7）

假定初始时刻的密度矩阵

$（2）" 2〉〈2 " ’"〉〈 ’" ，
将$（2）代入方程（3）就可以得到密度矩阵$（ #）的精
确表达式
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式中

*2 " & !
#$
，

*! "
! %" &## ! !（’"$ &（! %# &"）（" &#））

## $"!$
，

*$ "
（’"$ %（! &# %"）（" &#）） ! %# &"# !

## $"!$ (

（9）

:; 两原子的约化密度矩阵以及纠缠的
度量

对于两个子系统构成的复合系统的混合态，我

们用部分转置矩阵的负本征值来定义［$$］，即

+ " & $!
(
’

&
( ， （!2）

式中’
&
( 是部分转置矩阵$的负本征值 (当 + " 2时

两个系统分离；当 + " !时两个子系统处于最大纠
缠态；当 2 < + < !时两子系统是纠缠的 (对（’）式中
光场求迹得到两原子的约化密度矩阵

$=（ #）" ,! ’"〉〈 ’" % ,$ ’"〉〈"’ % ,: "’〉〈 ’"
% ,# "’〉〈"’ % ,) ""〉〈"" ， （!!）
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对（!!）式中的第二个原子做转置可以求出部分转置
矩阵$

>
- 的本征值，然后利用（!2）式计算出两原子的

纠缠度 += 的表达式

+= " #,$ ,: % ,# $
) & ,) ( （!:）

对（!:）式作数值计算，可以得到两原子的纠缠度 +=

随时间 # 的演化规律 (

!"#" 偶极相互作用对纠缠度的影响

!）不考虑退相干的情况下，偶极相互作用对纠
缠度的影响如图 !所示 (
图 !描述的是不考虑退相干的情况下，改变两

原子间的偶极?偶极相互作用对两原子纠缠的纠缠
度随时间的演化曲线 (
当两原子的耦合量与场与原子的耦合量相比不

是很大时，初始处于分离态的两原子进入腔中以后，

它们之间的纠缠出现周期性变化（图 !（=），（-））(当

# " 2时，两原子的纠缠度先变大达到一个最大值
后再减小，最后变为零，且两原子能达到的最大的纠

缠度不是很大；当# " 2;)时，两原子的纠缠度先变
大再减小，减小到一定值后再增大随后迅速达到最

大纠缠态后减小，减小到一定值后再增大，最后再减

小到零 (当# " ! 时，纠缠度先变大后变小，减小到
某一个值后继续增大，然后再减小直到完全分离，但

是不能达到最大纠缠度 (
当原子的耦合量远大于场与原子的耦合量时

（图 !（@），（A）），随着偶极相互作用的增大，两原子
之间的纠缠演化周期明显变小，初始分离的两原子

演化幅度变大，有时可以接近于最大纠缠度 (
通过以上分析我们可以发现，在不考虑退相干

!#!$#期 郭德军等：内禀退相干下 >=B+C?D.EE+0FC模型中原子的纠缠演化与贝尔不等式破坏



图 ! 当!" !#$，" " #，! " !时，两原子的纠缠度随时间的演化 （%）# " #，!，（&）# " #’$，（(）# " $，（)）# " !#

图 * 当!" !#，" " #，! " !时，两原子的纠缠度随时间的演化 （%）# " #，!，（&）# " #’$，（(）# " $，（)）# " !#

的情况下随着偶极相互作用的增大，两原子所能达

到的最大纠缠度并不是一直增大的，当偶极相互作

用很大的时候，增大偶极相互作用会减小场与原子

的相互作用使纠缠度变小，偶极相互作用对纠缠的

影响是先增大后减小的 +
*）考虑退相干的情况下，偶极相互作用对纠缠

度的影响如图 *所示 +
图 * 描述的是考虑退相干的情况下，改变偶

*,!* 物 理 学 报 $-卷



极!偶极相互作用两原子间的纠缠度随时间的演化
曲线 "
当两原子的耦合量与场与原子的耦合量相比不

是很大时（图 #（$），（%）），随着两原子的耦合量的增
加，初始处于分离态的两原子进入腔中以后两原子

所能达到的最大纠缠度是先增加后减小 "最后在内
禀因子的影响下，两者的纠缠度不断减小最后趋于

一个稳定值 "
当原子的耦合量远大于场与原子的耦合量时

（图 #（&），（’）），随着两原子耦合量的增加，初始处
于分离态的两原子进入腔中以后两原子开始所能达

到的最大纠缠度有缩小的趋势，最后在内禀因子的

影响下逐渐趋于零，这是由于当偶极相互作用很大

的时候，增大偶极相互作用会使纠缠度变小 "可见在
考虑退相干的情况下，偶极!偶极相互作用对纠缠度
的影响也是先增大后减小 "

!"#" 场与原子的失谐量对纠缠度的影响

图 (描述的是改变场与原子的失谐量，腔中两
原子的纠缠度随时间的演化规律 "从图 (可以看出，
随着失谐量的增加，两原子所能达到的最大纠缠度

变大，退相干的速度变小 "

图 ( 当 ! ) *，! ) *，") *+时，两原子的纠缠度随时间的演化 （$）# ) +，（%）# ) (，（&）# ) ,，（’）# ) *+

当失谐量# ) +时（图 (（$）），两原子开始处于
分离态，当原子进入场以后，两原子的纠缠度迅速达

到一个最大值，但是在内禀因子的影响下，经过很短

的时间它就达到一个稳定的值 "
当失谐量# ) #，,，*+时（图 (（%），（&），（’）），开

始分离的两原子所能达到的最大纠缠度比# ) +时
明显变大，并且随着失谐量的变大两原子所能达到

的最大纠缠量也越来越大，退相干的速度明显变慢，

作周期变小振幅减小的振荡，经过很长时间纠缠才

能达到稳定状态，退相干的时间明显变长 "
对于（*(）式在 "!-的情况下，我们可以得到

两原子纠缠度的稳定值

#"!- ) #（"# . *）!#

/!# 0（# .!）#
" （*1）

通过（*1）式我们可以清楚地看到在# )!时，两原
子纠缠度的稳定值达到最大，在##! 时，随着两
者差值的增大，两原子纠缠度的稳定值越来越小 "可
见，两原子所能达到的稳定的纠缠受偶极相互作用

系数与失谐量两者之差的影响，与内禀因子无关 "

1 2 贝尔不等式的破坏以及与纠缠之间
的关系

量子力学的非定域性可以用贝尔不等式的最大

破坏来表征，34567等［#(］定义了用贝尔不等式的最大

(1*#1期 郭德军等：内禀退相干下 8$9:;!<=>>:67;模型中原子的纠缠演化与贝尔不等式破坏



破坏量来度量量子力学的非定域性 !这里我们讨论
最常见的贝尔不等式———"#$#不等式 ! "#$#算符
定义如下：

!" % !·!!（" & "’）·!
& !’·!!（" ( "’）·!， （)*）

图 + 当!% ),*，" % ,，# % )时，两原子贝尔不等式破坏随时间的演化 （-）# % ,，（.）# % ,/*，（0）# % *，（1）# % ),

式中 !，!’，"，"’是单位矢量 !隐变量理论表明贝
尔2 "#$#不等式 3〈#〉3"4，其中 3〈"〉3是对于一个
给定量子态贝尔算符的平均值 !但是在量子理论中

3〈#〉3" #4 4，这就表明贝尔2 "#$# 不等式被破坏
了 !对于一个给定的量子态$（ $），其最大贝尔不等
式破坏程度表示为［4+］

" % 4 % &%# ’， （)5）
式中%，%’为矩阵 % &

$ %$两个最大的本征值 ! %$ 是一

个 6 7 6的矩阵，其矩阵元为
（%$）&’ % 89（$&& !&’）!

这里&) %&(，&4 %&)，&6 %&* 代表泡利矩阵 !对于

（))）式的两原子的态$（ $），其最大贝尔不等式破坏
程度为

" % 4 +&4 &6 & :-;［+&4 &6，（&* ( &) ( &+# ）］!

（)<）
通过数值计算，我们可以得到贝尔不等式破坏随时

间的演化图像 !

!"#" 偶极$偶极相互作用对贝尔不等式破坏的影响

)）不考虑内禀退相干的情况下，偶极2偶极相互
作用对贝尔不等式破坏的影响如图 +所示 !
图 +描述的是不考虑内禀退相干的情况下（!

% ),*），偶极2偶极相互作用对贝尔不等式破坏的影
响 !当偶极2偶极作用较小时（图 +（-），（.）），贝尔不
等式破坏曲线一开始都是下降的 !当# % ,时（图 +
（-）），不会发生贝尔不等式破坏现象 !当# % ,/*时
（图 +（.）），在某些时候会发生贝尔不等式破坏，并
且接近于最大贝尔不等式破坏 !当偶极2偶极作用比
较大时（图 +（0），（1）），贝尔不等式破坏曲线一开始
都是上升的，并且随着偶极2偶极相互作用的增大，
贝尔不等式破坏曲线周期明显变短，大部分时间都

会发生贝尔不等式破坏 !
4）考虑内禀退相干的情况下，偶极2偶极相互作

用对贝尔不等式破坏的影响如图 *所示 !
图 *描述的是考虑内禀退相干的情况下（! %

),），偶极2偶极相互作用对贝尔不等式破坏的影响 !
当偶极2偶极作用比较小时（图 *（-），（.）），贝尔不
等式破坏曲线一开始都是下降的 !当# % ,时（图 *
（-）），不会发生贝尔不等式破坏现象 !当# % ,/*时
（图 *（.）），在某些时候会发生贝尔不等式破坏 !当
偶极2偶极作用比较大时（图 *（0），（1）），贝尔不等
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图 ! 当!" #$，" " $，! " #时，两原子贝尔不等式破坏随时间的演化 （%）# " $，（&）# " $’!，（(）# " !，（)）# " #$

式破坏曲线一开始都是上升的，并且随着偶极*偶极
相互作用的增大，最大贝尔不等式破坏程度有减小

的趋势，最后趋于一个定值 +

图 , 当 ! " #，# " #，!" #$时，两原子贝尔不等式破坏随时间的演化 （%）" " $，（&）" " -，（(）" " !，（)）" " #$

通过以上两种情况我们可以发现，增大偶极相

互作用曲线一开始都是下降的，但随着偶极相互作

用的进一步增大曲线一开始都是上升的，而且最大

贝尔不等式破坏程度都有减小的趋势 +所以，偶极相
互作用对贝尔不等式破坏是一种非线性效应 +

!.#/.期 郭德军等：内禀退相干下 0%123*45662783模型中原子的纠缠演化与贝尔不等式破坏



!"#" 失谐量对贝尔不等式破坏的影响

图 !描述的是存在内禀退相干的情况下，改变
场与原子的失谐量，贝尔不等式破坏随时间的演化

规律 "我们可以清楚发现，随着场与原子失谐量!
的增大，贝尔不等式破坏程度明显变大，有时可以接

近于最大破坏（图 !（#））"由此可见，场与原子失谐
量!有增大贝尔不等式破坏的作用 "

!"$" 贝尔不等式破坏与纠缠（以负本征值度量）的
关系

最近，$%&’( 等［)*］研究了对于两个比特的共生
纠缠度 ! 与 +,-,不等式的关系，对于纯态和一些
贝尔对角态，对给定的纠缠度 ! 其最大贝尔不等式

破坏程度为 ) . / !! )，对于 !"!)0)，" 的最小值

为 !) )! "如果 !#!)0)，就不会违背 +,-,不等式，
除非对于贝尔对角态违背 +,-,不等式 "在某些情
况下纠缠越大贝尔不等式破坏越大（图 .、图 1），但
是有贝尔不等式破坏并不是纠缠的充分条件，即贝

尔不等式破坏很大不一定纠缠很大（图 )（2），（#）和
图 *（2），（#））"在图 .（3）和图 1（3）中，偶极4偶极相

互作用增大纠缠但是减小贝尔不等式破坏 "一个有
趣的现象就是很小的纠缠同样可以产生贝尔不等式

破坏，根据文献［)1］我们可以知道在系统（.）中的贝
尔对角态违反了 +,-,不等式 "总之，贝尔不等式破
坏与纠缠度不满足单调的函数关系，这和文献［)!］
相符 "

* 5 结 论

本文利用部分转置矩阵的负本征值计算纠缠度

的方法，通过求解 67839%’方程得到了两个二能级原
子和场的相互作用系统中在存在内禀退相干的情况

下两原子的纠缠和贝尔不等式破坏随时间的演化 "
对偶极4偶极相互作用和失谐量对纠缠演化和贝尔
不等式破坏的影响进行了研究 "结果表明：原子间偶
极4偶极相互作用对纠缠度和贝尔不等式破坏有显
著影响，失谐量增大会使两原子的纠缠和贝尔不等

式破坏变大，并且我们还发现两原子的纠缠度与贝

尔不等式破坏并不是单调的函数关系，很小的纠缠

也可以产生贝尔不等式破坏 "
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