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研究了采用扭转柱面镜光学系统将厄米(高斯光束变换成为具有轨道角动量的拉盖尔(高斯扭转对称光束 ) 采
用本征模式分解的方法分析了扭转柱面镜光学变换系统实现光束变换的原理 )利用光束传输矩阵和二阶矩理论分
析计算了光束经过扭转柱面透镜变换过程中的轨道角动量传递过程，证明光束与透镜系统的轨道角动量交换发生

在第一个柱面透镜处，光束经过第一个柱面透镜后，具有的轨道角动量保持不变 )
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" > 引 言

人们很早就认识到光束具有线动量和角动量，

?@A=91=3从理论上阐述了光束角动量的力学特性［"］)
"-B&年 C594［%］首先用实验证明了光束具有与其偏振
态有关的自旋角动量，但是近年来人们才逐渐认识

到光束还具有与其横截面内相位分布有关的轨道角

动量［B—&］) "--%年 D225=等［’］首先在实验中证实了拉
盖尔(高斯光束具有轨道角动量 ) 对于角向模阶次 !
"#的线偏振拉盖尔(高斯光束，其每个光子的轨道
角动量为 !!［’］)由于具有轨道角动量光束的一些特
点，使得它们在生物科学、材料科学以及量子通信领

域具有重要的应用前景［$—"+］)本文推导了光束轨道
角动量的一般表达式，利用扭转柱面镜光学系统将半

导体激光抽运固体激光器产生的厄米(高斯光束变换
成为具有轨道角动量的扭转对称光束 )采用本征模式
分解方法分析了扭转柱面透镜系统光束变换原理，利

用光束传输矩阵和二阶矩参数矩阵计算了光束经过

扭转柱面透镜变换过程中的轨道角动量传递 )

% > 光束的轨道角动量

光束的角动量密度定义为［"］

! E " F # E " F（"# $ G5 F % G5）， （"）
式中 " 为位置矢量，# 为光束的线动量密度，$ G5为

电场强度矢量，% G5为磁感应强度矢量 ) 一般情况

下，人们主要对由光束横截面内的线动量角向分量

引起的沿光束传输方向角动量感兴趣［"+］)沿光束传
播方向的角动量密度为

!" E "##， （%）

其中 ## 为光束横截面内的线动量密度 # 沿角向的

分量 ) 沿光束传输方向的整体角动量可以通过对光
束整个体积积分获得，即

& E#!$· ": %:#: " ) （B）

角动量通量定义为

’" E :
: &&

E "
’$"·#H

E "
’$"##%: %:$) （*）

光束的角动量通量为光束角动量相对于时间的倒

数，表示由角动量产生的光束的扭矩［"&］) 准单色平
面波的电场强度可以表示为［"］

$ E (# (（)，*，"）
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式中 ! 为偏振矢量，!（ "，#，$）为光束的场分布 *将
（+），（)）式代入（,）式，在圆柱坐标系下，其中与光场
分布有关的角动量通量部分为［+-］

’$，( ! ( ’
)"#"

," . !" . /!（"!!#!
" ( #!

"!"!）0"0#

1 22， （3）
式中 22表示复共轭，这部分角动量称为轨道角动
量 * 典型的具有轨道角动量的光束是拉盖尔4高斯
光束，其轨道角动量通量为

’$，* ! +
"

*， （-）

式中 + 为光束的总功率，* 为拉盖尔4高斯光束的角
向模阶次 * 由（-）式可以看出，角向模阶次 *#"的
拉盖尔4高斯光束具有轨道角动量 * 而厄米4高斯光
束由于不具有与方位角有关的相位项，因此不具有

轨道角动量 *

5 6 扭转柱面透镜模式变换器

拉盖尔4高斯光束是圆形镜共焦腔的本征
模［+7］，因为它要求谐振腔具有很好的圆对称性，很

难通过谐振腔直接产生 * 厄米4高斯光束与拉盖尔4
高斯光束相比，较易由谐振腔直接产生，因此人们一

般采用光束变换的方法由厄米4高斯光束产生具有
轨道角动量的拉盖尔4高斯光束［-，+8］*由于厄米4高
斯光束和拉盖尔4高斯光束都是稳定球面腔的本征
解，它们构成各自解空间的基础解系，所以可以互相

表示为另外一个基础解系的线性组合 * 拉盖尔4高
斯光束可以分解为一系列同阶次的厄米4高斯光束
和的形式［+-，/"］，即

!9:
,，-（"，#，$）! $
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（7）
式中

/（-，,，&）!
（. ( &）！&！

/.-！,( )！ +
&！

# 0&

0 %&
［（+ ( %）-（+ 1 %）,］% ! "

（. ! - 1 ,）*
一个主轴与 "，# 坐标轴成 ,)<角的厄米4高斯光束

同样也可以分解为一系列厄米4高斯光束和的形
式，即

!;:
,，-

" 1 #
%/
，
" ( #
%/
，( )$

!$
.

& ! "
/（-，,，&）!;:

.( &，&（"，#，$）* （8）

由（7），（8）式比较可以看出，两个展开公式中各项具
有相同的系数，不同的是（8）式中相邻展开项之间相
差常复数 ’的一次幂，也就是相邻展开项之间存在

"=/相位变化 * 图 +是厄米4高斯光束!;:
/，"和拉盖尔4

高斯光束 !9:
/，"的模式展开结果 *

图 + 厄米4高斯光束 !;:
/，"和拉盖尔4高斯光束 !9:

/，"的模式展开

（>）厄米4高斯光束 !;:
/，"，（?）拉盖尔4高斯光束 !9:

/，"

从以上分析可以知道，当一束厄米4高斯光束的
相邻展开项通过一个光束变换系统后，彼此之间引

入了一个"=/的相位差，那么输出光束为拉盖尔4高
斯光束 *对于一般的对称高斯光束，其 :@AB相移可
以表示为［+-］

（- 1 , 1 +）$（ $）

!（- 1 , 1 +）>CDE>F（（ $ ( $"）= $G）， （+"）

式中 $" 为光束的束腰位置，$G 为光束的瑞利长度 *
光束总的 :@AB相移可以表示为两个方向的 :@AB相
移的共同结果，（ - 1 +=/）$"（ $）1（, 1 +=/）$#（ $）*
这里

$"（ $）! >CDE>F（（ $ ( $""）= $G"），

$#（ $）! >CDE>F（（ $ ( $"#）= $G#），
（++）

式中 $""，$"#，$G"，$G#分别为光束两个方向的束腰位

置和瑞利长度 * 在模式变换过程中，我们采用扭转
柱面透镜系统实现光束变换，扭转柱面透镜系统由

0+，0/，05 三个柱面透镜构成
［/+，//］，焦距分别为 1 =/，

1，1 =/，彼此间距为 1 =/，其中 1 ! $G *第二个柱面透镜

0/ 的主轴与 0+，05 两个柱面透镜的主轴互相垂

直，入射光束的主轴与柱面透镜的主轴的夹角为

"=,，输入光束束腰位于第一个柱面透镜 0+ 的前焦

面上，变换系统的结构如图 /所示 *
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图 ! 扭转柱面透镜变换系统结构示意图

变换的厄米"高斯光束经过扭转柱面透镜系统，
入射厄米"高斯光束两个方向引入的 #$%& 相移不
同，如图 ’所示 (

图 ’ 扭转柱面透镜系统中两个方向的光束传输

由（))）式可知，（*）式中相邻项之间经过变换系
统产生的 #$%&相移差为

!! +［（! , )-!）!"（ #）,（$ , )-!）!%（ #）］

.［（（! , )）, )-!）!"（ #）

,（（$ . )）, )-!）!%（ #）］

+!%（ #）.!"（ #）( （)!）
将（)/）式代入（)!）式可得

!! + !012304 & -!
#56( )

%

. ! 012304 &
#6( )

"
. 012304 & -!

#6( )( )
"

( （)’）

这里 #6"为光束在 "" # 平面内的瑞利长度，

#6" + #6% + & (
#56%为经过柱面透镜 ’) 后，%" # 平面内光束的瑞利
长度，

#56% +
#6%（ & -!）!

#!6% ,（ # . & -!）! (
（)7）

这里 # + & -!，因此有 #56% + & -7 (将（)7）式代入（)’）式
可得

!! +!%（ #）.!"（ #）+"-! ( （)8）

与线偏振光通过四分之一波片变为圆偏振光相

似，厄米"高斯光束经过扭转柱面透镜系统时相邻展
开项之间由于 #$%&相移引入"-!的相位差，因此这
种系统也可以称为“"-! 模式变换器”(由（*）式可
知，束腰位置和瑞利长度满足变换要求的厄米"高斯
光束经过该系统后变为拉盖尔"高斯光束 (上述柱面
透镜变换系统还可以简化为两个柱面组成的变换系

统［)9］，并可以进一步简化为一个厚柱面透镜 (图 7
（0）为模式发生器产生的高阶厄米"高斯光束，图 7
（:）为经过扭转柱面透镜系统变换后输出的环形拉
盖尔"高斯光束 (

图 7 经过扭转柱面透镜系统变换前后的光斑图形 （0）变换

前，（:）变换后

7; 光束变换过程中的轨道角动量转移

由上述分析可知，一束不具有轨道角动量的厄

米"高斯光束经过扭转柱面透镜变换系统后变为具
有轨道角动量的拉盖尔"高斯光束 (根据动量守恒原
理，光束与变换透镜相互作用过程中发生了轨道角

动量转移，下面我们利用光束传输矩阵和光束二阶

矩分别研究激光光束经过扭转柱面透镜变换系统的

三个柱面透镜后的轨道角动量变化 (光束的二阶矩
定义为［!’］(

〈"$%!()*+〉+!"$%!()*+,（ !，!）<!<!

!,（ !，!）<!<!
，（)=）

式中 ,（ !，!）为光束的 >?@4A1函数，! +（ "，%）B，!
+（(，*）B，$，!，)，+ 为非负整数，满足

$ , ! , ) , + + !( （)9）
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由（!"）式可知，光束具有 !#个不同的二阶矩，为了
方便，把光束的二阶矩表示为一个 $ % $的矩阵［&$］

! ’

〈"&〉〈"#〉〈"$〉〈"%〉
〈"#〉〈#&〉〈#$〉〈#%〉
〈"$〉〈#$〉〈$&〉〈$%〉
〈"%〉〈#%〉〈$%〉〈 %&〉

( （!)）

在（!)）式中，二阶矩〈 "$〉，〈 #%〉与光束的扭转
有关，对于如（*）式所示光束更一般的表达式为［&$］

〈"%〉’
+ ,!&#"# - ’# - &

&!( !"#
"#

"

"# .".#

/ 00， （!1）

〈#$〉’
+ ,!&#"# - ’# - &

&!( !##
"#

"

"" .".#

/ 00( （&#）
〈"%〉与〈#$〉的差为

〈"%〉+〈#$〉’ +
+ ,!&#"# - ’# - &

&!(

%! "#
"#

"

"# + ##
"#

"

"( )" .".#

/ 00( （&!）
将（2）与（&!）式进行比较有

)*，+ ’ (
&&（〈"%〉+〈#$〉）， （&&）

式中 & 为光速 ( 当光束通过如图 &所示的一阶光学
系统后，输出光束的二阶矩矩阵满足如下关系：

!345 ’ ,! ,6 ,7， （&8）
式中 , ’ ,-,- + !⋯,!，其中 ,. 为单个一阶光学元

件的矩阵表达式 ( 对于自由空间传输，其矩阵表达
式为

,* ’

! # * #
# ! # *
# # ! #











# # # !

( （&$）

对于主轴沿 " 方向的薄柱面透镜，其矩阵表达式为

,9:;" ’

! # # #
# ! # #

+ !< /" # ! #











# # # !

( （&*）

对于主轴沿 # 方向的薄柱面透镜，其矩阵表达式为

,9:;# ’

! # # #
# ! # #
# # ! #
# + !< /#











# !

( （&2）

由（&&）式可知，通过计算光束经过一阶光学系统后
的二阶矩〈"%〉与〈 #$〉，就可以计算变换过程中光束
轨道角动量的变化 ( 对于如图 & 所示的变换系统，
输入光束的二阶矩矩阵满足［&*］

! ,6 ’

〈"&
#〉 # # #

# 〈#&
#〉 # #

# # 〈$&
#〉 #

# # # 〈 %&#〉

， （&"）

式中

〈"&
#〉

〈$&
#〉

’
〈#&

#〉

〈 %&#〉
’ *= ’ / (

光束两个方向具有相同的瑞利长度和束腰位置 (
激光光束经过柱面透镜 0!，0&，08 后，在柱面

透镜出射面位置的变换矩阵表达式分别为

,0!
’

! # # #
# ! # #
# # ! #
# + !< /











# !

! # / #
# ! # /
# # ! #











# # # !

’

! # / #
# ! # /
# # ! #
# + !< /











# #

， （&)>）

,0&
’

! # # #
# ! # #

+ !
& / # ! #













# # # !

! # / #
# ! # /
# # ! #











# # # !

! # # #
# ! # #
# # ! #
# + !< /











# !

! # / #
# ! # /
# # ! #











# # # !

’

! # / #

# # # !
& /

+ !< / # # #
# + &< /













# #

， （&)?）
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!"!
"

# $ $ $
$ # $ $
$ $ # $
$ % #& #











$ #

# $ # $
$ # $ #
$ $ # $











$ $ $ #

# $ $ $
$ # $ $

% #
’ # $ # $













$ $ $ #

# $ # $
$ # $ #
$ $ # $











$ $ $ #

# $ $ $
$ # $ $
$ $ # $
$ % #& #











$ #

# $ # $
$ # $ #
$ $ # $











$ $ $ #

"

#&’ $ # $

$ % # $ #
’ #

% #& # $ $ $
$ $ $ %













#

( （’)*）

将（’+），（’)）式代入（’!）式中，光束经过柱面透镜 "#，"’，"! 后的矩阵表达式分别为

$# "

〈%’$〉
’ ,
〈&’$〉

- $
〈&’$〉

’ #
%（〈&’$〉%〈%’$〉）

’ #

$
〈%’$〉

- ,
〈&’$〉

’
（〈&’$〉%〈%’$〉）

’ #
〈%’$〉

’ #
〈&’$〉

’ #
（〈&’$〉%〈%’$〉）

’ #
’〈%’$〉,〈&’$〉

#’
%（〈%’$〉,〈&’$〉）

#’

%（〈&’$〉%〈%’$〉）
’ #

〈%’$〉
’ #

%（〈%’$〉,〈&’$〉）
#’

〈%’$〉, ’〈&’$〉
#























’

， （’./）

$’ "

#!〈%’$〉
#0 ,

1〈&’$〉
#0
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将（’.）式中的相应参量代入（’’）式，经过柱面
透镜 "#，"’，"! 后光束的轨道角动量通量为

’# (，) " ’’ (，) " ’! (，) " *
+
〈&’$〉%〈%’$〉( )#

，（!$）

式中 ’# (，)，’’ (，)，’! (，)分别为光束经过柱面透镜 "#，

"’，"! 后的轨道角动量通量 ( 对于厄米3高斯光束
,45

-，$，由二阶矩光束半径公式有
［’1］

〈&’$〉"
’- , #

- !’
$，

〈%’$〉"
#
-!

’
$ ( （!#）

将（’.）式代入（!$）式，并考虑!!
’
$

"
" (6 " #，有

’(，) " *
!

- ( （!’）

由（+），（!’）式比较可知，光束的动量交换发生
在第一个柱面透镜，经过第一个柱面透镜后光束的

轨道角动量保持不变，其他两个柱面透镜的用处是
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把像散的厄米!高斯光束变为旋转对称的拉盖尔!高
斯光束 " 利用数值模拟的方法分别计算光束经过三
个柱面透镜后的光强和相位分布［#$］，结果如图 %所
示 "从图 %可以看出，光束经过柱面透镜后相位分布
出现“畸点”，由此引起光束的轨道角动量不为零 "

图 % 光束变换过程中三个柱面镜出射面处的光强分布和光束

波前相位分布

%& 结 论

本文首先分析了光束的轨道角动量源于光束线

动量的角向分量，而线动量的角向分量是由于波前

相位的“畸点”引起的 "具有螺旋型相位分布的拉盖
尔环形高斯光束是典型的具有轨道角动量的光束 "
利用由扭转柱面透镜组成的“!’#模式变换器”实现
了由无轨道角动量的厄米!高斯光束到具有轨道角
动量的拉盖尔!高斯光束的变换 " 利用二阶矩参数
矩阵和光束传输矩阵计算了经过三个扭转柱面透镜

后的轨道角动量，证明光束与柱面透镜系统的动量

交换发生在第一个柱面透镜 !( 处，经过第一个柱

面透镜后，光束具有的轨道角动量不再改变 "透镜
!#，!) 的作用是使输出光束为扭转对称光束 "

感谢德国柏林工业大学对本文工作国际合作研究方面

的支持 "
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