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基于 ()*+,,-..理论讨论圆截面弹性螺旋杆的动力学问题 /以杆中心线的 0*1213坐标系为参考系，建立用欧拉角
描述的弹性杆动力学方程 /讨论其在端部轴向力和扭矩作用下保持的无扭转螺旋线平衡状态 /在静力学和动力学
领域内讨论其平衡稳定性问题 /还讨论了弹性杆平衡的 456782-9稳定性和欧拉稳定性两种不同稳定性概念之间的
区别和联系 /在一次近似意义下证明了螺旋杆在空间域内的欧拉稳定性条件是时域内 456782-9稳定性的必要条
件 /导出了解析形式螺旋杆三维弯曲振动的固有频率，为螺旋线倾角和受扰挠性线波数的函数 /
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!国家自然科学基金（批准号：&#:="#;=）资助的课题 /

! >?@6)A：A)85B,+C -2A)21/ D,/ +2

& E 引 言

自 "# 世纪 =# 年代以来，由于弹性细杆作为
FGH力学模型在分子生物学领域内研究工作的兴
起，弹性杆力学问题的研究重新引起重视［&］/弹性杆
静力学的非线性理论建立在 ()*+,,-.. 理论基础
上［"］/按照 ()*+,,-..动力学比拟原则，将 456782-9运
动稳定性理论中的时间变量 ! 置换为弧坐标 " 可用
于分析弹性杆的稳定性 /在静力学范畴用 456782-9
方法对弹性杆平衡稳定性的研究已有明确结

论［$—%］/弹性杆的动力学问题，即将弹性杆作为具有
弧坐标 " 和时间 ! 双重自变量的离散系统的研究也
已见诸文献 / (A6771*［;］导出了杆截面的运动学关系
式，以及用拓扑学参数描述杆几何形态的运动学方

程；I-*)1A5等［=］在线性化动力学方程的基础上，用数
值方法研究了螺旋线平衡的稳定性 / J)D,-7 等［’］讨
论了弹性杆弯扭波的传播 /作者在双自变量离散系
统的 456782-9稳定性概念的基础上，分析了螺旋杆
的动态稳定性和黏性介质中的平面振动问题［K—&&］/
本文利用欧拉角描述的圆截面弹性杆动力学方程，

讨论无扭转螺旋线平衡状态的静态和动态稳定性 /
在一次近似意义下证明螺旋杆平衡恒满足静态

456782-9稳定性条件，导出能使受扰挠性线满足端

部约束条件的欧拉载荷 /证明了螺旋杆在空间域内
的欧拉稳定性条件是时域内 456782-9 稳定性的必
要条件，从而进一步认识弹性杆平衡的 456782-9稳
定性和欧拉稳定性两种不同稳定性概念之间的区别

和联系 /导出了解析形式螺旋杆三维弯曲振动的固
有频率，为螺旋线倾角和受扰挠性线波数的函数 /分
析了截面转动的惯性效应对固有频率的影响 /

" E 圆截面杆的动力学方程

设长度为 # 的圆截面弹性细杆满足 ()*+,,-..
理论的规定条件：截面刚性且与中心线正交、均匀各

向同性，线弹性、无分布力、无原始曲率和扭率 /以固
定点 $ 为原点，建立固定参考坐标系（$?!"#），杆的
两端固定，松弛状态下为沿#轴的直杆 /将（$?!"#）
平移至杆中心线上任意点 %，令（%?!"#）绕#轴转过

$角后的位置为（%?&& ’& (&），绕 && 轴转过%角后的
位置为（%?&" ’" ("），绕 (" 轴转过&角后的位置与截
面坐标系（%?&’(）重合，(" 和 ( 轴沿杆中心线的切
线 /（%?&" ’" ("）为圆截面的主轴坐标系，但不参与截
面绕切线轴的扭转 /$，%，&为确定截面姿态的欧拉
角（见图 &）/以端点 %# 为原点沿中心线建立弧坐标

"，以确定 % 点的位置 /杆端的作用力简化为沿#
轴的力 !# 和力偶 "# / 设 !! 和"! 分别为（ %?
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!! "! #!）坐标系的无限小角位移对弧坐标或时间的
变化率，$ 点相对固定点 % 的矢径为 !，! "!! #!&
为 $ 点的速度，"$ "!! #!’ 为中心线的切线基矢量，
则有以下运动学关系：

!!
!’ " !

"$

!& " "# % "$ & （’）

图 ’ 参考坐标系

设#和" 为截面的弯扭度和角速度，即截面的无
限小角位移对弧坐标或时间的变化率，利用动量定

理和对截面中心的动量矩定理列出 $ 点处微元体
的动力学方程：

!!#
!’ (## % # )!(

!!
!& " *， （!）

!!$
!’ (## % $ ( "$ % #

)
!!
!&（%·"）)"# %（%·"）" *， （$）

式中波浪号表示相对（$+!! "! #!）的局部导数，#，$
为截面内力的主矢和主矩，!，(，% 分别为杆的密
度、截面积和单位长度杆的惯量张量 &将方程（!）对
’ 求偏导，（’）式对 & 求偏导后代入，化作
!!! #
!’! (

!!##

!’ % # ( !## %
!!#
!’ (## %（## % #）

)!(
!!"#

!& % "$ ("# %（"# % "$[ ]） " *& （,）

以下标 ’，!，$ 表示 #，$，#，"，##，"# 等矢量在

（$+!! "! #!）中的投影以及张量 % 的对角线元素，其
中 )’ " )! "!*，)$ "!**，*，** " ! * 为截面的惯性矩
和极惯性矩 &主矩 $与弯扭度之间满足下列线性本
构关系：

+’ " ,"’，

+! " ,"!，

+$ " -"$，

（-）

式中 , " .* 和 - " /** 分别为杆的抗弯和抗扭刚
度，. 和 / 分别为杆的杨氏模量和剪切模量 &将"0，

#0，"10，#10（ 0 " ’，!，$）用欧拉角表示，以撇号和点
号分别表示相对弧坐标 ’ 和时间 & 的偏导数，写出
方程（$），（,）相对（$+!! "! #!）的投影式

,$. (（- ) ,）%/
! 012$234$ ( -%/&/ 234$ ) 1!

) )’（$
5 (%
·! 012$234$ ( !%

·
&
·234$）" *， （67）

,%. 234$ (（!, ) -）%/$/ 012$ ) -$/&/ ( 1’

) )（%
5 234$ ) !$

·
&
·
）" *， （68）

- !
!’（%/ 012$ (&/）) !)’

!
!&（%
·012$ (&

·
）" *，

（60）
1.’ ( !%/（1/$ 234$ ) 1/! 012$）) 1’%/

!

) 1!（%. 012$ ) !%/$/ 234$）

( 1$（%. 234$ ( !%/$/ 012$）

)!(（%
5 234$ ( !%

·
$
·

012$）" *， （69）
1.! ( !（1/’%/ 012$ ) 1/$$/）( 1’（%. 012$）

) 1!（$/ ! (%/
! 012!$）) 1$（$. )%/

! 012$234$）

(!(（$
5 )%
·! 012$234$）" *， （6:）

1.$ ( !（1/!$/ ) 1/’%/ 234$）) 1’%. 234$
( 1!（$. (%/

! 012$234$）) 1$（$/ ! (%/
! 234!$）

(!(（$
·! (%
·! 234!$）" *& （6;）

由 6个偏微分方程组成的动力学方程组（6）确定 6
个未知变量%，$，&，10（ 0 " ’，!，$）&

$ < 螺旋线平衡及其扰动方程

动力学方程组（6）存在如下一组特解：

$ "$*，

% " "* ’，

& " *，

1’ " *，

1! " 1* 234$*，

1$ " 1* 012$*，

（=）

式中各常数"*，$，1* 之间满足以下关系式：

1* " )（, ) -）"!
* 012$* & （>）

特解（=）对应于杆相对（$+!! "! #!）无扭转变形的螺

旋线平衡状态，以’""#! )$* 为倾角，2 " 234$* #"*

为半径 &一般情况下 , ? -，1* 为负值 &杆端作用的

外力对 $ 点的矩为
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!! " #，

!$ " !# %&’!# ( "# #)*%!#，

!+ " !# )*%!# , "# #%&’!# -
（.）

各截面处杆的弯扭度为

"! " #，

"$ " "# %&’!#，

"+ " "# )*%!# -
（!#）

令外力矩（.）式与内力矩（/）式相等，将（!#）式代入
后导出

!# " "#［$ ,（% ( $）%&’$!#］- （!!）

这表明松弛状态的直杆只有在轴向压力（0）式和扭
矩（!!）式共同作用下才能实现无扭转的螺旋线平
衡 -在螺旋线平衡状态，（&1’$ ($ )$）为曲线的 234’45

坐标系，’$ 轴和 ($ 轴分别为副法线轴和法线轴 -
引入无量纲弧坐标 *—、时间坐标 +—及无量纲参

数#，$，
*— " "# *，

+— " $
%!,"

$
# +，

# "
-"$

#

, ，

$ " %
$ ( !-

（!$）

对于各向同性的圆截面杆，参数$等于杆的泊松
比 -引入无量纲扰动量 ’.（ . " !，⋯，6），均为 *—，+—的

二元函数，

’! "! (!#，

’$ "& ( *—，

’+ "’，

’7 "
"!

$"$
#，

’/ "
"$ ( "# %&’!

$"$
#
，

’6 "
"+ ( "# )*%!

$"$
#

-

（!+）

代入方程组（6），略去扰动量的二次以上微量，以撇
号和点号表示对 *—和 +—的偏导数，导出螺旋杆平衡
的一次近似动态扰动方程

（! ,$）’8! ,$%&’$!# ’! (#’9 ! ($%&’$!# ’:$
, %&’!# ’:+ ( ’/ " #， （!7;）

（! , $$）)*%!# ’:! ,［（! ,$）’8$ (#’9 $］%&’!#

, ’7 " #， （!7<）

( %&’!# ’:! ,（’8$ ( $#’9 $）)*%!# , ’8+
( $#’9 + " #， （!7)）

( ’9 $ %&’!# , ’87 ( ’7

( $’:/ )*%!# , $’:6 %&’!# " #， （!7=）

’9 ! , $’:7 )*%!# , ’8/ ( ’/ )*%$!#

, ’6 )*%!# %&’!# " #， （!74）

( $’:7 %&’!# , ’/ )*%!# %&’!# , ’86
( ’6 %&’$!# " # - （!7>）
将指数形式特解

’.（ *—，+—）" ’.# 4?@（(*— , /+—）
（ . " !，⋯，6） （!/）

代入扰动方程组（!7）-由于"# " %&’!# A#，且 - B 07，

, B 0$，其中 0 为截面的半径，对于极端细长的弹性
杆，体现截面转动惯性效应的参数#B（ 0 A#）$ 为无
限小量 -近似地将#略去计算特征方程，设!#"#，
消去公因子 %&’!# 后导出

1（(）/7 , 2（(）/$ , 3（(）" #， （!6）
式中

1（(）" %&’$!# (($，

2（(）" $(7［$（$ , +$）)*%$!#

(（! ,$）（($ , !）］， （!C）
3（(）"(7（($ , !）$［$（$ , +$）)*%$!#

,（! ,$）$（($ , !）］-
特征方程（!6）中包含空间域和时间域内两个待定的
特征值(和 / -

7 D 螺旋杆的静态 EF;@G’*H稳定性与欧
拉稳定性

在静力学范畴内讨论杆的螺旋线平衡稳定性

时，各变量均为弧坐标 * 的一元函数 -令特解（!/）式
中 / " #，则静力学分析对应的特征方程仅含空间域
特征值(，简化为 3（(）" #，即

(7（($ , !）$［$（$ , +$）)*%$!#

,（! ,$）$（($ , !）］" #- （!0）
特征值(除零根外为纯虚根，(" I &4，其中 4 为无
量纲化的受扰挠性线沿弧坐标周期变化的角频率，

4 " !或

4 " ! ,$（$ , +$）
（! ,$）$

)*%$![ ]#

!A$

- （!.）

证明在一次近似意义下螺旋杆平衡恒满足静态

EF;@G’*H稳定性条件 -
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!"#$%&’(稳定性是微分方程的解相对初始扰动
的稳定性 )将 !"#$%&’( 稳定性概念应用于弹性杆
时，必须附加条件使扰动解满足两端约束条件 )设两
端约束状态相同，受扰挠性线在杆的两端应有相同

的几何形态，满足 !"（#）* !"（+）（ " * ,，-，.）)（,/）式
中的参数 $ 为杆的受扰挠性线相对弧坐标变化的
无量纲角频率，应满足

$ * -%!
!+ #
（% * ,，-，⋯）， （-+）

式中 % 为任意正整数 )匝数为 & 的螺旋杆长度为 #
* -!& 0!+，条件（-+）式要求 $ 等于每个螺距内受扰

挠性线的波数，即

$ * %
& （% * ,，-，⋯）) （-,）

与（,/）式对照，受扰挠性线在每个螺距内的波数大
于或等于 , )从判断弹性杆屈曲的欧拉稳定性概念
出发，扰动方程存在满足端部约束条件的非稳态解

即认为平衡状态失稳［1，/］)将（-+）式与（2），（,,）式联
立后消去!+，导出能使受扰状态满足端部约束条件

的轴向力和扭矩的特殊值

’+ * 3 -%!( )$#
-

("（, 4"）5’6#+，

)+ * -%!( )$# *（, 4"67&-#+）)
（--）

将（--）式中的参数 $ 以（,/）式代入，导出无扭转螺
旋杆的欧拉临界载荷

’+ 58 * -%!( )#
- +,"（, 4"）.
（, 4"）- 4"（- 4 ."）5’6-#+

，

)+ 58 * -%!( )#
-,+（, 4"）（, 4"67&-#+）

［（, 4"）- 4"（- 4 ."）5’6-#+］
,0- )

（-.）

19 螺旋杆的动态稳定性与固有频率

由于静态稳定性已得到证明，且端部几何约束

条件同样适用于动态情形，因此特征方程（,:）中的
弧坐标特征值$ * ; 7$ 的参数 $ * % 0& 为已知，等
于每个螺距内受扰挠性线的波数 )特征方程（,:）的
系数仅含时域特征值 . 为未知变量，

/（#+）* $- 4 67&-#+，

0（#+）* -$<［（, 4"）（$- 3 ,）

4 -（- 4 ."）5’6-#+］， （-<）

1（#+）* $<（$- 3 ,）-［（, 4"）-（$- 3 ,）

3"（- 4 ."）5’6-#+］)
判断时域特征值 . 的纯虚根条件为

/ = +， 0 = +，1 = +，

0- 3 </1 = +，
（-1）

其中 / = +自然满足，0 = +和 1 = +的充分条件为

$ = , 4"（- 4 ."）
（, 4"）-

5’6-#[ ]+

,0-

， （-:）

且可证明

0- 3 </1 * <$<｛$<［（, 4"）（$- 3 ,）

4 -（- 4 ."）5’6-#+］
- 3（$-

4 67&-#+）（$- 3 ,）-［（, 4"）-（$- 3 ,）

3"（- 4 ."）5’6-#+］｝

= <$<（, 4"）-（$- 3 ,）-

>［$< 3（$- 4 ,）（$- 3 ,）］

* <$<（, 4"）-（$- 3 ,）- = +， （-?）
则（-:）式为时域内螺旋杆的一次近似 !"#$%&’(稳定
性充分条件 )此稳定性条件要求 $ = ,，即受扰挠性
线在每个螺距内的波数超过 , )将（-+）式代入不等
式（-:），与（2），（,,）式联立后消去!+，与（-.）式对

照，导出的动态稳定性条件为

’+ @ ’+ 58，

)+ @ )+ 58 )
（-2）

这表明空间域内的静态欧拉稳定性条件是时域内一

次近似动态 !"#$%&’(稳定性的充分条件 )根据一次
近似稳定性理论，此条件为原非线性动力学方程特

解稳定性的必要条件 )从而将适用于直杆动态稳定
性的分析结论扩大到螺旋杆［,,］)
上述稳定性条件满足时，令 . * ; 7%

—，可利用

特征方程（,:）计算轴向受压螺旋杆弯扭振动的固

有频率% *%
—（!-

+ * 0&! 2），导出

% * -%!( )#
- +,
&!2’（$，#+）) （-/）

函数’（$，#+）定义为

’（$，#+）*
$- 3 , 4 -(5’6-#+

$- 4 67&-#! +
," , 3
（$- 4 67&-#+）（$- 3 ,）-［（, 4"）（$- 3 ,）3("5’6-#+］

$<（$- 3 , 3("5’6-#+）!{ }-

,0-

，

（.+）
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式中!!（" # $"）%（& #"）’圆环杆作为螺旋杆的特
例，令#( !!%"，! ! &，" ! #，（$(）式括号中取负号，
得到的结果与已知的圆环杆弯曲振动频率一致［&"］，

$ ! #（#" ) &）
$" #" #! &

%&
%!’ （# ! &，"，⋯）’

（$&）
一般情况下，设"! (*$，不同波数 " ! # %! 对应的
无量纲固有频率$随螺旋角& !!%" )#( 的变化曲

线如图 " 所示，每个波数对应于高频和低频两个
分支 ’

图 " 不同螺旋角对应的螺旋杆弯曲振动固有频率

+* 截面转动的惯性效应对固有频率的
影响

为分析截面转动的惯性效应对固有频率的影

响，将固有频率$展成参数’的幂级数

$ !$( #’$& #’"
$" # ⋯ （$"）

将（$"）式代入特解（&,）式中的 ( ! - .$，计算其特
征方程 ’$的零次近似值$( 与基于’ ! ( 导出的

（"/）式相同 ’利用一次近似值$& 进行修正，得到的

固有频率$随螺旋角&和参数’变化的曲线族在图
$和图 0中给出 ’从图 $、图 0可看出，在相同波数情
况下高频受参数’的影响明显大于低频，且随着螺
旋角&的增大，低频影响逐渐减小，高频影响逐渐
增大 ’对于确定的参数’，波数 " 越小，螺旋杆弯曲
振动固有频率受截面转动惯性效应的影响越不显

著，影响仅发生于较大波数情形，且对高频的影响大

于对低频的影响 ’

图 $ 参数’对波数为 "的弯曲振动固有频率的影响

图 0 参数’对不同波数的弯曲振动固有频率的影响

1* 结 论

建立欧拉角描述的圆截面弹性杆动力学方程，

讨论了无扭转螺旋线平衡状态的稳定性 ’在一次近
似意义下证明螺旋杆平衡恒满足静态 23456789 稳
定性条件，导出能使受扰挠性线满足端部约束条件

的欧拉载荷 ’证明螺旋杆在空间域内的欧拉稳定性
条件是时域内 23456789稳定性的必要条件 ’一般情
况下，受扰挠性线在每个螺距内的波数必须超过 &
方可保证螺旋杆在时域内的稳定性 ’从而进一步了
解 23456789和欧拉两种不同稳定性概念之间的区
别和联系 ’满足动态稳定性条件时，受扰后的弹性杆
在螺旋线状态附近以静态受扰挠性线为模态作弯曲

振动 ’导出了解析形式圆截面螺旋杆三维弯曲振动
的固有频率，为螺旋线倾角和受扰挠性线波数的函

数 ’分析了截面转动的惯性效应对固有频率的影响 ’

/($"0期 刘延柱等：圆截面弹性螺旋杆的稳定性与振动
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