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运用改变坐标标度和旋转坐标轴的方法先消去 )*+,*-+. 函数中的耦合项，直接得到新坐标系下的守恒量，利

用坐标反变换得到原坐标系下的守恒量，并讨论与守恒量相应的无限小变换的 /0.12., 对称性与 )3. 对称性，最后

举例说明结果的应用 4
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# ? 引 言

力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一

起，关于力学系统对称性与守恒量的研究已渗透到

数学、力学、物理学等各个领域 4寻求力学系统的对

称性和守恒量已成为近代分析力学的一大热点问

题，众所周知，已知力学系统的 )*+,*-+. 函数（或

@*73810- 函数）直接运用 /0.12., 方 法、)3. 方 法 和

A.3 方法都能得到系统的守恒量［#—#$］，一般的方法

是引进群的无限小变换，通过解微分方程组，得到无

限小变换的生成元，从而得到守恒量 4事实上，由于

)*+,*-+. 函数一般均含耦合项，这对通过 )*+,*-+. 函

数直接求守恒量的方法带来了困难，并可能找不到

更多的守恒量 4 有一类力学系统其 )*+,*-+. 函数是

线性耦合的，其相应的运动微分方程也是线性耦合

的，则可以运用改变坐标标度和旋转坐标轴的方法，

消去 )*+,*-+. 函数中的耦合项（即解耦），先得到在

新坐标系下的守恒量，通过坐标反变换得到原坐标

系下的守恒量 4运用 /0.12., 逆定理得到与守恒量相

应的无限小变换的生成元，并将生成元代入 )3. 对

称性的确定方程，从而讨论其 )3. 对称性 4

$ ? 多自由度线性耦合系统的实现与解

耦方法

设力学系统由 ! 个质点和 ! B # 根轻质弹簧组

成，质点的质量为 "# ，轻质弹簧的劲度系数为 $# ，质

点和弹簧依次相连后固定于两端（如图 # 所示），忽

略阻力 4 %# 为第 # 个质点相对其平衡位置的位移，

则 此 力 学 系 统 为 多 自 由 度 线 性 耦 合 系 统，其

)*+,*-+. 函数可表示成
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图 # 多自由度线性耦合系统

由 )*+,*-+. 方程可得到一组相互耦合的线性二阶微

分方程组：
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运用 /0.12., 方法和 )3. 方法直接研究系统（#），（$）

的对称性与守恒量比较麻烦，且很难找到除机械能

以外的守恒量 4如能先对系统解耦，即消去 )*+,*-+.
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函数中的交叉项，求力学系统的对称性与守恒量将

变得容易 !
先进行坐标标度变换，令
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则系统的 $%&’%(&) 函数变为
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其中的势能函数可以写成
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为势能矩阵 !
再旋转坐标轴，设
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在新坐标系下，$%&’%(&) 函数简化为
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其运动微分方程简化为

+3 - " ,#"+" （ " " *，+，⋯，&）， （4）

其中的#" 为势能矩阵 * 的本征值 !

# 5 守恒量与对称性

在新坐标系下，（4）式所表示的系统最多可有 &
个守恒量 !但如势能矩阵的本征值出现重根，则守恒

量有相同的值；如本征值为零，则相应的守恒为平凡

的守恒量 !
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利用（#），（2）式进行反变换，可得到用原坐标表示的

守恒量 .! " .!（$，$·）!这些守恒量不是相互独立的，

可以证明
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这里的 . 为系统的机械能 !
引进群的无限小变换
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其无限小生成元向量为
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二次扩展为
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其中!代表守恒量的个数，$为无限小参数，%!，&
!
"

为与第!个守恒量相应的无限小变换生成元 !
根据 89):;)’ 逆定理可确定与守恒量相应的无

限小变换的生成元［*］!
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其中的 1/ "’ 为 <)== 逆矩阵的各元素，2! 为规范函

数 !将各 .! 分别代入（*0），（*1）式可得相应的无限

小变换的生成元，即与守恒量相应的变换是 89):;)’
对称变换 !

如果由（*0），（*1）式解得的无限小变换的生成

元也满足 $>) 对称性的确定方程
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其中 )" 为（+）式中的广义加速度，则与守恒量相对

应的变换也是 $>) 对称变换 !

. !算 例

如图 + 所示，三质量均为 # 的质点，用四根劲

度系数均为 ’ 的轻弹簧相联并固定在两端，忽略阻

力，系统在水平直线上作微振动，用解耦的方法求系

统的守恒量并讨论其对称性 !

图 + 三质点四弹簧系统

此力学系统的 $%&’%(&) 函数为
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相应的运动微分方程为
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先对坐标进行标度变换，令 &’ !!"#’（ ’ ! #，"，%），
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再旋转坐标轴，并设
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则运动微分方程简化为
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由（"%）式可得三个守恒量
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利用坐标反变换，在原坐标系下三个守恒量可表

示成
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可以证明这三个守恒量不是相互独立的，)# $ )" $
)% ! ) 是系统最基本的守恒量———机械能 ’

将（"-）式依次代入（#-），（#.）式，得
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即与三个守恒量相应的无限小变换是 0123425 对称

变换 ’
经验证，（".）—（"(）式中的无限小生成元也满
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足 !"# 对称性的确定方程（$%）（其中的 !" 由（$&）式

给出），说明与三个守恒量相应的无限小变换也是

!"# 对称变换 ’
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