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分析了自治混沌系统的投影同步问题 *基于线性系统的稳定判定准则，提出一种新的线性分离的同步方法，并
采用该方法实现了 +,-./0系统，12334.-系统和超混沌 56./系统的投影同步 *数值模拟进一步验证了所提出方案的
有效性 *
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" G 引 言

"(($年，H.F,-<和 5<--,44 提出了“混沌同步”的
概念［"］，并在实验室中用电路实现了同一信号驱动

下的两个相同耦合混沌系统的同步［%］*现如今，人们
对混沌同步已做了很多深入的研究［8—)］，并在不同

的混沌系统中实现了不同类型的混沌同步，如完全

同步，广义同步，相同步，延迟同步等［’—"7］*完全同步
是指从不同初始点出发的两个混沌系统，随时间的

推移其轨道趋于一致；这种现象已经在耦合，无方向

耦合或含噪声的混沌系统中观测到［’—""］*相同步是
指两个混沌系统轨道的相位差锁定在 %!以内，而它
们的振幅仍然保持混沌状态且互不相关［"%，"8］*广义
同步是指在主从混沌系统的轨道之间建立一个函数

关系［"&］*延迟同步是指具有固定时间延迟的两个混
沌系统轨道是一致的［"7］*在部分耦合线性系统中，
I<=/=.-=和 JD等研究指出驱动:响应系统可以同步
到一个比例因子上，这种类型的同步被称为投影同

步［"#，")］*尽管耦合系统间存在着线性关系，但由于
发生投影同步时相应系统的最大条件 +A<KD/,L 指
数是非负的，所以投影同步不能被归为广义同步 *在
混沌保密通信中，投影同步可以把二进制数扩展到

! 进制以实现更快的传输，因此对投影同步的研究
具有重要的理论意义和应用前景 *为此，本文提出线
性分离方法用以实现自治混沌系统的投影同步，数

值仿真进一步证明了该方法的有效性 *

% G 基于线性分离的投影同步方法

目前，在有关投影同步的研究中，要求被研究的

混沌系统是部分线性的，即混沌系统的状态矢量能

够被分成两部分（!，"），并且可严格地表示为
!·M "（ "）·!， （"）

和

"·M #（!，"） （%）
的形式 *这里 " 既是状态变量又是控制信号 *这种要
求限制了大多数的混沌系统，例如 12334.- 系统［"’］

等 *早期的研究表明，部分线性系统投影同步中的比
例因子依靠于混沌的演变和初始条件，所以投影同

步的最终状态是不可预测的 * 因此，一些基于
+A<KD/,L函数的控制方法被用来控制这种同步行
为 *然而对于 +A<KD/,L函数的设计迄今还没有非常
有效的普适方法，这已成为设计控制方法的难点 *本
文基于线性系统的稳定判定准则，通过对混沌系统

进行适当的分离，提出一种新的构造投影同步的

方法 *

$%&% 混沌系统的分解

自治混沌系统可以描述为

$·（ #）M #（$（ #），#）， （8）
这里 $（ #）"’$ 是系统的 $ 维状态矢量，#：’$#’$
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定义了一个 ! 维矢量空间的矢量域 ! 把函数
!（"（ "），"）分解为

!（"（ "），"）" #（"（ "））# $（"（ "），"）! （$）
其中

#（"（ "））" %"（ "） （%）
是 !（"（ "），"）的线性部分，% 是常满秩矩阵，并且它
的所有特征值实部都为负 !所以 $（ "（ "），"）"
!（"（ "），"）& #（"（ "））是 !（"（ "），"）的非线性部分 !
这样系统（’）可以被重写为

"·（ "）" #（"（ "））# $（"（ "），"）! （(）

!"!" 投影同步

在本文中，投影同步指的是两个相关系统的状

态矢量按照指定比例达到同步 !对于给定的系统
（(），作者构造一个新的系统为

&·（ "）" #（&（ "））# $（"（ "），"）)!， （*）
这里 &（ ’）!#! 是系统（*）的 ! 维状态矢量，!是指
定的比例因子 !系统（’）与系统（*）的同步误差被定
义为 (（ "）" "（ "）&!&（ "），它的解由下面的等式
确定：

(·（ "）" "·（ "）&!&·（ "）
" #（"（ "））&!#（&（ "））
" %"（ "）&!%&（ "）
" %（"（ "）&!&（ "））
" %(（ "）! （+）

由（+）式可知 (（ "）的零点就是 (·（ "）的平衡点 !因为
矩阵 % 的所有特征值实部都为负，根据线性系统的
稳定判定准则知，同步误差系统（+）在零点是渐进稳
定的，并且有 ,-.

""/
(（ "）" 0，即系统（’）的状态矢量

"（ "）和系统（*）的状态矢量 &（ "）达到同步 !

’ 1 投影同步的实现

本文以 234567 系统［89］、:;<<,54 系统和超混沌
=>56系统［?0］为例，用线性分离方法分别实现了它们
的投影同步 !

$"%"&’()*+系统

首先以部分线性的 234567系统为例，实现其所
有状态矢量的投影同步，234567系统描述为

$·8 " %（$? & $8），

$·? " & $8 $’ # &$8 & $?，

$·’ " $8 $? & ’$’，

（9）

当参数 % " 80，’ " +)’和 & " ?+时，234567系统是混
沌的 !利用 #（"（ "））和 $（"（ "））将 234567系统分解，
其中 #（"（ "））和 $（"（ "））分别为

#（$8，$?，$’）"
& % 0 0
0 & 8 0
0 0 &
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% 具有负的实特征值（ & %，& 8，’）!构造新系统为
(·8 " & %(8 # %$? )!，

(·? " & (? #（&$8 & $8 $’）)!，

(·’ " & ’(’ # $8 $? )!!

（8?）

由于 % 的特征值为负实数，根据线性系统的稳定判
定准则知误差 ,-.

""/
(（ "）" ,-.

""/
［ "（ "）&!&（ "）］" 0，即

系统（9）与系统（8?）实现了同步 !

$"!"#,--.)(系统

:;<<,54系统不是部分线性系统，它不能分解为
（8）式和（?）式的形式 ! :;<<,54系统表示为

$·8 " & $? & $’，

$·? " $8 #"$?，

$·’ "# # $’（$8 &$）!

（8’）

当参数"" 01?，#" 01?和$ " %1*时，:;<<,54系统是
混沌的 !利用 #（ "（ "））和 $（ "（ "））将 :;<<,54 系统
（8’）进行分解 !其中 #（"（ "））和 $（"（ "））分别为

#（$8，$?，$’）"
0 & 8 & 8
8 & 8 0
0 0 &
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% 的特征值为 &$， #& 8 # ’-
? ，

#& 8 & ’-( )?
!构造新

系统为

(·8 " & (? & (’，

(·? " (8 & (? #（" # 8）$? )!，
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!·! " #!!! $（" $ "% "!）&#’ （%(）
由于 ! 的特征值实部为负，根据线性系统的稳定判
定准则知误差 )*+

#!,
"（ #）" )*+

#!,
［ #（ #）##$（ #）］" -，即

系统（%!）与系统（%(）实现了同步 ’

!"!" 超混沌 #$%&系统

由于超混沌系统具有更加复杂的特性，目前它

已成为混沌控制中的研究热点之一 ’下面采用线性
分离的方法实现超混沌 ./01系统的投影同步，用以
说明本文提出方法对于超混沌系统也是有效的 ’超
混沌 ./01系统可表示为

"·% " $（"2 # "%）$ "3，

"·2 " %"% # "% "! $ &"2，

"·! " "% "2 # ’"!，

"·3 " "2 "! $ ("3 ’

（%4）

当参数 $ " !5，’ " !，& " %2，% " 4 和 ( " -65 时，系
统（%4）具有超混沌吸引子 ’用 %（ #（ #））和 &（ #（ #））
将系统（%4）进行分解 ’其中 %（ #（ #））和 &（ #（ #））分
别为

%（"%，"2，"!，"3）"

# $ - - -
- # % - -
- - # ’ -
- - - #
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（%8）
!具有负的实特征值（ # $，# %，# ’，# %）’构造新
系统为

!·% " # $!% $（$"2 $ "3）&#，

!·2 " # !2 $（%"% # "% "! $（ & $ %）"2）&#，

!·! " # ’!! $ "% "2 &#，

!·3 " # !3 $（"2 "! $（ ( $ %）"3）&#’ （2-）
由于 ! 的特征值为负实数，根据线性系统的稳定判
定准则知误差 )*+

#!,
"（ #）" )*+

#!,
［ #（ #）##$（ #）］" -，即

系统（%4）与系统（2-）实现同步 ’
通过对上述实例的证明可以看出，线性分离方

法不管对部分线性的还是非部分线性的混沌系统或

超混沌系统都是非常有效的 ’

3 6 数值仿真实验

为了验证本文中所提出方法的有效性，作者举

了三个数值仿真的实例 ’在实例中，选取时间步长为

$" -6--% 9，采用四阶 :;1<0=>;??@法来求自治方程
组的解 ’
例 ’ 系统（8）与系统（%2）的初始点分别选取

为 "%（-）" 5，"2（-）" 7 和 "!（-）" %2，!%（-）" %-，
!2（-）" %5和 !!（-）" 2-，系统参数为 ) " %-，* " 7&!
和 + " 27，比例因子#分别选取为 2，# 2和 -65 ’当

#" 2时，误差初始值为 ,%（-）" # %5，,2（-）" # 22
和 ,!（-）" # 27’由误差效果图 %（@），%（A）和 %（B）可
见，当 # 分别接近 -64（9），564（9）和 3（9）时，误差
,%（ #），,2（ #）和 ,!（ #）已分别稳定在零点，即系统（8）
与（%2）达到了同步 ’图 2为比例因子#分别选取为
2，# 2和 # -65时，系统（8）和（%2）的吸引子；由图 2
（@），2（A）和 2（B）可见：系统（8）状态矢量的幅值分别
是系统（%2）的 2倍、2倍和 -65倍，两系统的相位分
别为同相、反相和反相，即系统（8）和系统（%2）的吸
引子按指定的比例因子达到了投影同步 ’
例 ( 系统（%!）与系统（%(）的初始点分别选取

为 "%（-）" 2，"2（-）" 5 和 "!（-）" 4，!%（-）" 7，
!2（-）" %2和 !!（-）" %5，系统参数为% " -62，""
-62和! " 564，比例因子#分别选取为 2，# 2和
# -65 ’当# " 2 时，误差初始值为 ,%（-）" # %3，
,2（-）" # %8和 ,!（-）" # 2!’由误差效果图 !（@），!
（A）和 !（B）可见，当 # 分别接近 %3（9），%2（9）和 %（9）
时，误差 ,%（ #），,2（ #）和 ,!（ #）已分别稳定在零点，即
系统（%!）与系统（%(）达到了同步 ’由图 3（@），3（A）和
3（B）可见：系统（%!）状态矢量的幅值分别是系统
（%(）的 2倍、2倍和 -65倍，两系统的相位分别为同
相、反相和反相，即系统（%!）和系统（%(）的吸引子按
指定的比例因子达到了投影同步 ’
例 ! 系统（%4）与系统（2-）的初始点分别选取

为 "%（-）" 2，"2（-）" !，"!（-）" 5 和 "3（-）" %!，
!%（-）" 5，!2（-）" 8，!!（-）" %!和 !3（-）" %8，系统
参数为 $ " !5，’ " !，& " %2，% " 4和 ( " -65，比例因
子#分别选取为 2，# 2 和 -65 ’当# " 2 时，误差初
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图 ! !" #时系统（$）和（!#）的同步误差曲线 （%）!!（ "）的响应曲线；（&）!#（ "）的响应曲线；（’）!(（ "）的响应曲线

图 # 比例因子!取不同值时，系统（$）和（!#）同步的吸引子（虚线为系统（$）的吸引子，实线为系统（!#）的吸引子）（%）!" #；（&）!" ) #；（’）

!" ) *+,

图 ( !" #时系统（!(）和（!-）的同步误差曲线 （%）!!（ "）的响应曲线；（&）!#（ "）的响应曲线 （’）!(（ "）的响应曲线

图 . 比例因子!取不同值时，系统（!(）和（!-）同步的吸引子（虚线为系统（!(）的吸引子，实线为系统（!-）的吸引子）（%）!" #；（&）!"

) #；（’）!" ) *+,
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图 ! !" # 时系统（$%）和（#&）的同步误差曲线 （’）!$（ "）的响应曲线；（(）!#（ "）的响应曲线；

（)）!*（ "）的响应曲线；（+）!,（ "）的响应曲线

图 - 比例因子!取不同值时，系统（$%）和（#&）同步的吸引子：虚线为系统（$%）的吸引子，实线为系统（#&）的吸引子 （’）!" #；（(）!" . #；

（)）!" . &/!

始值为 !$（&）" . 0，!#（&）" . $!，!*（&）" . #$ 和

!,（&）" . #!1由误差效果图 !（’），!（(），!（)）和 !（+）

可见，当 " 分别接近 &/%（2），-/!（2），*（2）和 !/0（2）
时，误差 !$（ "），!#（ "），!*（ "）和 !,（ "）已分别稳定在

零点，即系统（$%）与（#&）达到了同步 1图 -为比例因
子!分别选取为 #，. # 和 . &/! 时，系统（$%）和系
统（#&）的吸引子，由图 -（’），-（(）和 -（)）可见：系统
（$%）状态矢量的幅值分别是系统（#&）的 #倍、#倍和

&/!倍，两系统的相位分别为同相、反相和反相，即
系统（$%）和系统（#&）的吸引子按指定的比例因子达
到了投影同步 1

! / 结 论

$/ 本文根据线性系统的稳定判定准则，通过对
混沌系统进行适当的分离，提出一种新的实现投影

同步的方法，并采用该方法实现了 345678 系统，
9:22;65系统和超混沌 <=67系统的投影同步 1最后通
过仿真实验，验证了该方法的有效性 1

# / 这种线性分离的方法与现有的同步方法相
比有很多的优势：$）该方法简单，鲁棒性强，而且不
需要设计 3>’?@74A函数；#）能实现一类非线性系统
的投影同步，且不要求系统必须是部分线性的；*）能

#&!# 物 理 学 报 !-卷



实现全局性的同步，并且不要求提前给定的初始条

件必须是同一吸引域；!）可以实现所有状态矢量的
同步，而早期的成果仅仅能实现部分状态矢量的

同步 "

［#］ $%&’() * +，,)((’-- . * #//0 !"#$ " %&’ " (&)) " !" 12#
［2］ ,)((’-- . *，$%&’() * + #//# *+++ ,-./$ " 01-231)$ 4#$)&5$ #$ !34
［4］ ,5%6 7，8’69 : #//4 *+++ ,-./$ " 01-231)$ 4#$)&5$ "% 3/#
［!］ ;<5 , ,，.<69 $ , #//3 !"#$ " %&’ " (&)) " &’ 2/32
［3］ ,5%6 7，8’69 : #//1 6-75 0".7$ )7 8-9&-：:&)"797;7<1&$，

!&-$=&2)1’&$ ./9 >==;12.)17/$（=>69)?’(%：@’(-A =&>%6B>C>&）&5)?B " #
［D］ @)69 7 E， F< : *， ,5%6 = 7 200# 0".7)12 07/)-7;，

4#/2"-7/1?.)17/ ./9 @)1;1?1/<（G%>H>69：I)B>’6)- 8%C%6&% J6A<KB(L

$(%KK）&5)?B " M（>6 ,5>6%K%）［王光瑞、于熙龄、陈式刚 200# 混

沌的控制、同步与利用（北京：国防工业出版社）第七章］

［M］ @)69 : F 2004 0".7$ 1/ )"& 075=;&A B7/;1/&.-1)# 4#$)&5（G%HH>69：

N-%&B(’6>&K J6A<KB(L $(%KK）&5)?B " 2（>6 ,5>6%K%）［王兴元 2004
复杂非线性系统中的混沌（北京：电子工业出版社）第二章］
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