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研究了一类赤道太平洋西部边界潜流的摄动机理 2 考虑了对应的广义控制方程 2 首先引入了一个优化的同伦
映射，利用相应的映射求得了原模型的近似解 2 最后，通过一个例子说明了用同伦映射方法得到的近似解具有较
好的精确度 2
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! K 引 言

赤道太平洋西部边界潜流的存在启示着西部边

界流动（;65）具有斜压性 2 研究其斜压的状态和动
力学将对海洋流动的斜压理论具有很大的意义 2 但
是，近来 ;65斜流研究结果还不能成为海洋流动的
斜压理论的重要部分［!，"］2 少数深海流动的模型斜
压的连续解在 ;65的匹配内部还不能得到［"］2 在
深海底部附近少数深海循环模型说明酝藏着深度边

界流的存在［%］2 至今 ;65的正压理论已经被成功
地检验，但是斜压仍然基于观察阶段，没有形成较完

整的理论［#］2 本文就是在这个情况下提供一个潜流
的动力系统的广义扰动机理的近似解法 2 由此得出
的近似解为基础，就可能进一步研究赤道西部边界

潜流的更深层的物理性态 2
近来，许多学者已经研究了相关的非线性问题 2

近似求解的方法不断地在改进，诸如平均法、边界层

校正法、伸长变量法、匹配渐近展开法、多重尺度法

等等［3—7］2 莫嘉琪等［0—!0］也利用微分不等式等方法
研究了一些大气物理、海洋科学等非线性模型 2 本

文研究一个赤道太平洋西部边界潜流的非线性模

型 2 并用一个简单而有效的近似方法［"&，"!］，得到了
具有较高精度的近似解 2

" K 广义扰动机理模型

考虑一个二维流体动力模型 2 设 ! 和 " 分别表
示为垂直平面上的水平和垂直坐标 2 令 " 轴为以海
平面为零点且垂直于海平面 2 本文是考虑如下的广
义控制方程的弱非线性问题［""］：

!
!&

!#
!! L $% M"&（!，"，%，#，#!，#"，"）， （!）

!#
!" L ’% N!( M")（!，"，%，#，#!，#"，"），（"）

# O " M#（ !） M *&， （%）
其中"为正的小参数，% 为在 !，" 平面上的垂直速
率，# 为压强，*& 为常数，! M!!（ !）N!"（ "）为密
度，!& 为!的平均值，$，’ 为 5AP?A@?Q参数，( 为重
力加速度，方程（!），（"）的右端为弱扰动项，&，)，

!+，+ M !，"，#（!），为关于其变元为充分光滑的函数 2
本文讨论#（!）M &的情形 2
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!" 同伦映射
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其中 & ’［$，,），’ ’［$，%］，( ’（ ( ,，) ,）而算
子 )"，" ’ %，#，为

)%（#，$）’ %
"$

!#
!+ ( .$， （-）

)#（#，$）’ !#
!, ( /$ )（"%（+）)"#（ ,））0，（.）

且（#—$，$
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$）为原模型（%）—（!）解的零次近似 /
现选定（#—$，$

—
$）为如下线性问题：
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由（0）式的偏微分系统可转换为
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上述前一式关于 # 满足的偏微分方程对应的特征
方程为

"$ 1+
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不难看出，上述系统有如下两个首次积分：
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其中 2%，2# 为任意常数 /因此系统（0）关于 # 的通
解为
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其中$为任意函数 / 再由（0）式的相应的边界条件
#（+，$）’ 1$，不难得到问题（0）的解为
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显然，由（*）—（.）式，!"（ #，$，%）’ 345
%!%

!"（ #，$，

%）’ $，" ’ %，# 与系统（%），（#）相同 / 故系统（%），
（#）的解（#（+，,），$（+，,））就是 !"（ #，$，%）’ $，" ’
%，#，当 %!%时的解 /

* " 构造近似解

令
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将（%%）式代入 !"（#，$，%）’ $，" ’ %，#按 % 的幂
展开，比较 % 的同次幂的系数 / 由 % 的零次幂的系
数得
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—
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因此，考虑到（2），（%$）式及 #$（+，$）’ 1$，得
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于是有

)%（#%，$%）’!*（+，,，$$，#$，#$+，#$ ,），

)#（#%，$%）’!-（+，,，$$，#$，#$+，#$ ,），（%+）
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这里的 #$，$$ 由（%!），（%*）式决定，并有

)%（#3，$3）’!$*3，
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其中
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它们依次是已知函数，其结构从略 /
由（%+）—（%.）式，能依次地得到（ #3，$3），3 ’

%，#，⋯ / 因此由（%%）式，令 % ’ %，这时有模型（%）—
（!）的第 4 次近似解（#—4（+，,），$—4（+，,））为［#%，##］
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$ % 举 例

考虑一个特殊的非线性摄动潜流模型 # 它的潜
流方程的扰动项为 ’ !!#&，( !!!&

$，而"（ #）! "，

#’ ! )#"，#& ! *#" $，)，* 为正常数 # 利用上述同伦
映射解法，由（’(），（’)）式不难得到模型（’）—（(）
的零次近似解为
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由（’.）式，关于 ! 满足的偏微分方程可转换为
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它对应的特征方程为
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上述系统有如下两个首次积分：
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其中"/’，"/& 为任意常数 # 因此（&’）式的通解为
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其中#$ 为任意函数 # 再由边界条件（&"），不难得到
（’.）—（&"）式的解为
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于是得到了原模型（’）—（(）关于 ! 的一次近
似解

!—’（#，$）! +" * ,#" )$ + *
& $( )&

+!#" [( #( * # + .
-#"

( )$( )(

+
,&
#"

* （（) + *$）( * )(）］，

&—’（#，$）! * !- # + .
-#"

( )$ (

#

还可继续用同样的方法得到更高次的近似解 #
为了看出上面的结果的精度，比较一个特殊的

情形 # 给出一组参数如下：#" ! ’%") 01·2*(，- !
. ! & 3 ’"* $ 4* ’，, ! .%, 2·4* ’，+" ! " 01·2*&，!!

"%’，) ! * ! ’
&，$$［ * &%"，* "%"］（02）# 作为一个

例子，用本同伦映射方法计算出的近似解和用数值

模拟计算得出的近似解，分别在 # ! "%$ 02和 # !
’%" 02的垂直剖面上的压强曲线作一个比较 # 其计
算结果对应的图形见图 ’ #

图 ’ 同伦映射近似解和数值模拟解的压强曲线精度比较
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由图 !可以看出，模型的压强用同伦映射方法
计算出的近似解和用数值模拟计算得出的近似解具

有较高的精确度 "

# "结 语

赤道太平洋西部边界潜流的扰动机理是一个很

复杂的自然现象 "因此需要对它作必要的简化，创建

出它的动力学模型，并用数学上的近似的方法去求

出它的解 " 同伦映射方法就是一个简单而有效的
方法 "
同伦映射解法不同于一般的数值解法，它是一

个解析求解方法 "它可以将解进行进一步解析运算，
从而可以以得到的解为基础，通过解析运算来得到

其他相关的物理量 " 关于这方面的研究，将另文
讨论 "
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