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给出求解二维线性与非线性波的 *+,-./+,0 广义有限谱模拟方法 1结合时间层次的高精度预报2校正方法，模拟

了二维线性浅水驻波和波在浅滩的非线性变形 1方法能够准确模拟水波的物理特征 1
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! B 引 言

谱方法具有计算精度高、稳定性好、滤短波较彻

底的突出优点 1然而，传统的谱方法运算量和存储量

均较大，较小规模的电子计算机不易实现 1由于谱方

法对不同尺度问题有较好的分辨率，谱元法在过去

二十年得到了快速发展 1
CD::98,- 和 EF/;7G［!］的研究工作是谱方法数值分

析 理 论 的 早 期 最 系 统 的 工 作 之 一 1 *7A>:D 和

H>7F:,FDA8［$］研究了几种常用的谱方法（如 ID>F8,F，
*+,-./+,0，J,G,A?F, 方 法）中 的 正 交 多 项 式 系 在

KD-D9,0 空间中的逼近性质，这些结果对谱方法的误

差估计所起的作用是奠基性的 1 L7:,F7［"］和他的同

事［3］系统阐述了如何应用谱元法 1 C8F79?D［%］针对浅

水方程提出了强和弱 J7GF7AG,2C79,FM8A 谱元法 1谱元

法结合了谱方法和有限元法的优点 1同时，也在一定

程度上克服了传统的谱方法运算量和存储量大的缺

点 1另一种能有效提高计算效率的谱展开方法是

N7AG［(］提出的有限谱方法 1他的谱方法是按节点而

不是按区域进行离散，处理过程中使用了有限个节

点和有限个基函数 1与传统的谱元法相比较，有限谱

方法的离散过程更接近有限差分法或多项式展开

法 1即在所研究节点的某个领域内，未知函数表示为

! O ! 项“基函数”的和，其各阶导数值由该领域各

节点的函数值确定 1

以勒让德多项式、切比雪夫多项式和埃尔米特

多项式为代表的正交特殊函数或多项式具有精度高

的特点 1由它们作为基函数来构造广义傅里叶级数

或多项式，更能适应非周期和非线性的物理问题 1本
文结合有限谱思想，以线性浅水方程和非线性扩展

型 PD>//8A,/Q 方程［’］为例，给出求解二维数学物理

问题的 *+,-./+,0 广义有限谱方法的基本思路 1方法

像传统有限谱方法那样，保持了有限差分法具有的

灵活性 1同时，由于使用了正交特殊函数或多项式，

方法具有较高的精度 1
浅水流动是地球表面上最常见的水流现象之

一 1研究浅水波动问题具有很大的现实意义 1河口潮

汐、风暴潮、污染物输运扩散、盐水入侵、海上油膜扩

散、近海工程、河道流量及洪水预报、河流发电、灌溉

系统、平原河网、入库洪水、溃坝决堤、河流输沙、河

床演变、都市排水，总之与近岸和河流有关的水环

境、水工问题，都需要对浅水流动进行研究 1浅水方

程的数值模拟主要有五种方法：有限差分法、特征线

法、有限元法、有限体积法和谱方法 1由于近岸海域

地形复杂多变，还有结构物的影响，将发生浅水变

形、折射、绕射和反射等现象，尤其计算非线性的问

题时，发展高精度的方法尤为必要［R］1

$ B 广义有限谱格式

对于一维问题，假设未知量 "（#）可以用 $! O !
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个正交基函数!!（"）表示

#（"
$
%）! !

"&

! ! #
’$

!!!（"
$
%）， （$）

其中"
$
% 为局部坐标，定义如下：
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"$ 为节点坐标（ $ ! #，$，⋯，)）’ !" 为网格空间步

长，参数 ( 的值小于 $ ’靠近边界处的节点坐标可采

用不同的向前或向后格式处理 ’为了得到 ’$
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系数 ’$
! 可以通过求解上述方程组得到 ’ #（ "）的一

阶导数是
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本文采用的正交基函数是切比 雪 夫 多 项 式

*!（"）’ 这里采用递推关系，使得描述更为简捷、清

晰 ’因为 *!（-./#）! -./（!#），所以
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利用第一类 34567/458 方程，有
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其中 #$
% ! >?--./（"

$
%）’ （$#）

对于二维问题，显然方程（$）—（$#）不仅可以用

于 " 方向，而且可以推广应用于 + 方向，包括求解

#（"，+）在 + 方向的各阶偏导数 ’ 对于交叉 导 数

#"+，只需分别在 " 和 + 方向，使用一次一阶求导公

式即可 ’

( @ 线 性 浅 水 方 程 和 非 线 性 扩 展 型

A.B//015/C 方程

对于线性波，本文采用的无量纲线性浅水方程

为

"#
", %"$"" ! #， （$$）
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"#［#，"#］，+#［#，"#］，,$# ’无量纲平均水深为 $，

$是相对平均水面的水位，#，- 是流速 ’
结合如下的初、边值条件：
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方程的分析解为
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对 于 非 线 性 波，本 文 采 用 的 如 下 改 进 型

A.B//015/C 方程［2］：
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其中$为水位，# 和 - 是在 4 ! 4% ! & #@+($ . 处的
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水平速度 ! !，"，""，# 和 #" 是!，$ 和 % 的函数，

由下列式子表示：

!（"，$，%）# $［（& %"）$］’ $［（& %"）%］’
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""（ %）# $ &［+" &%’) % +’（&%）’)］， （’+）

#"（$）# $ &［+" &$’) % +’（&$）’)］， （’,）

常数 ("，(’，+" 和 +’ 由下列式子给定：

(" ##
’

’ $ "
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对于非线性波，本文使用了下列边界条件：

"）在入射边界，给定波高!, ，而速度分量由线

性理论给出，即

$, #$-&", ./0%，

%, #$-&", 012%，

（&3）

其中，%波相对于 ’ 轴的传播方向 !
’）在吸收边界和开边界上，波能被充分吸收 !

本文采用了一维分向消波方法［-］!

( 4 数值方法

!"#" 空间离散

通过求解方程组（&），可求得方程（"）的系数，

进而求出物理量的各阶导数 !对于多项式（"），要求

5!
.
/ 5!" ! 因为方程（"）不仅可以用于计算区域的内

部，而且可以用于边界，因此 0 的值在边界处不大

于 34) ! 在计算中，我们发现数值稳定性和精度基本

不依赖于 0 的取值 !我们取 0 # 34(, !

!"$" 时间离散

首先，在 1 % " 时刻，"，$ 和 % 的值可用 67890:
;80<=/>?< 显格式［"3，""］从它们在 1，1 $ " 和 1 $ ’ 时

刻的值求得 !以"为例，有
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预报值""
1 % "，#$1 % "和"%1 % "可用一个迭代过程来校正 !

利用第 - 次迭代的结果，"
1 % "
2 ，$1 % "

2 和 %1 % "
2 的值可分

别用 连 续 性 方 程（""），（’"），’ 方 向 的 动 量 方 程

（"’），（’’）和 ) 方向的动量方程（"&），（’&）更新已知

"
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2 ，$1 % "

2 和 %1 % "
2 后，"

1 % "，$1 % " 和 %1 % " 可 用 四 阶

67890:@/AB?/2 校正格式求得 !以"为例，该格式为
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这里当 - # 3 时， ""
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当每个时间步的迭代过程完成时，（"
1 % "
.，/ ）- % " 变

成"
1 % "
.，/ ! $1 % "和 %1 % "的值以相似的方式得到 !当 $，%

和"两次迭代值之差的绝对值小于 "3$ )，一个时间

步的迭代过程完成 !

) 4 数值结果

算例 # 线性驻波

采用上述方法，我们求解了方程（""）—（"&）!
计算中，采用 "3" C "3" 个节点，时间步长取为!2 #
343"，模拟结果如图 " 和图 ’ 所示 ! 为了检验方法在

长时间模拟过程中能否保持准确性，我们进行了长

达 "333 个无量纲单位时间（相当于模拟了 "3 万个

时间步）的模拟 !图 " 显示了最后 ’3 个无量纲单位

时间的模拟效果，可以看出，方法能在时空上用于准

确模拟线性波的长期变化规律 !

图 " ’ # "4)#，) # "4)#处水位随时间的变化规律（—数值解，

C 分析解）
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图 ! ! " #$ 时的线性驻波的波面特征

算例 ! 波在浅滩的绕射和反射

%&’()’* 和 +,&--.［/!］报道了它们的浅滩实验 0 其

中，椭圆的浅滩边界由下式定义：

"1( )23$4
!

5 #1( )236#
!

" /， （22）

其中 "1 和 #1 为局部坐标 0水深为

$ "

$36/77 8 [$39#!$ / 8 "1( )23:/
!

5 #1( )7364 ]! /;!
， 浅滩，

$3749!， 其他










0

（27）

在 %&’()’* 和 +,&--.［/!］的实验中，#3/$ < 宽 /43!7 <
长的测量区域被定位在造波机前，波高沿着 / 至 6
断面被记录（见图 2）0

计算区域为 !4 < = !239# <，并具有 !$/ = !$/ 个

节点 0入射波是正弦波，波高为 %& " $3$!47 <，周期为

’ " /32 .0时间步长取为!! " $3$!4 .0 不同断面上的

数值与实验结果如图 7 所示，可以看出，由计算得到

的波高与实验值［/2］相当符合 0从图 2 可以看出，断面

# 和断面 : 在几何上和边界条件上都是对称的 0计算

结果（图 7）反映了这一点 0实验结果的对称性有所破

坏，对于如此小振幅的入射波，这不是精确的结果 0一
方面说明实验存在一定程度的误差，另一方面也再次

说明了计算方法的可靠性和准确性 0图 4 则显示了 !
" 2$ . 时的波面形态 0波的较强的绕射和折射特征可

从图中清晰地看出 0由于对反射波采用了反向消波处

理，入射边界附近反射波被彻底吸收 0

图 2 椭圆浅滩的位置和测量端面

图 7 波高的比较
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图 ! 在 ! " #$ % 时的波面形态

因此，我们的方法，无论对于线性波还是非线性

波，都是相当有效和准确的方法，可以进一步推广到

其他复杂的物理问题 &

’ ( 结 论

本文给出的二维广义有限谱方法具有高精度的

优点，能很好地用于求解线性与非线性波动问题 &方

法可以推广到其他数学物理问题 &
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