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代数动力学算法首次被用于求人造地球卫星运动方程的数值解，在四阶算法下，与 ()*+,-.)//0算法和辛算法
的计算结果作了比较 1结果表明，代数动力学算法对于人造地球卫星长期轨道的计算有较高的精度 1并讨论了地球
四极和八极带谐项对卫星轨道的影响 1
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# B 引 言

自 #254年第一颗人造地球卫星进入太空以来，
各类人造卫星在经济、军事、通讯、气象、科研、文化

生活等众多领域产生了巨大影响，成为人类探索、开

发太空和地球资源的主要工具，也是天体动力学研

究的重要对象［#—5］1由于卫星运动方程是非线性的，
而实际运动又受到诸多摄动因素的影响，对卫星轨

道运动的高精度数值求解并不容易，成为人们关心

的问题 1本文提供一种新的、精度较高的算法，即常
微分演化方程的代数动力学算法，对人造地球卫星

运动方程进行了数值计算与研究，并与 ()*+,-.)//0
算法和辛算法的计算结果作了比较 1我们还研究了
地球四极和八极带谐项对卫星轨道的影响 1

& B 人造地球卫星运动方程［"］

影响人造地球卫星运动的摄动因素很多，这里

我们只考虑主要的摄动因素———地球形状的摄动影

响 1在初级近似下，地球为旋转对称椭球；若再考虑
地球密度分布的高阶多极形变（带谐项）的摄动影

响，则在球坐标系中，人造地球卫星的 C0789/?*量可

写为
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其中 "，!，"为球坐标，#"，#!，#" 为相应的广义动
量，"，!分别为人造地球卫星的地理纬度和经度，
&$（:8*"）是以 :8*"为变量的勒让德多项式，%$ 为 $
阶多极形变系数，是可由地球观测定出的常数 1

若只考虑主要的四极带谐项
%&
"3 &&（:8*"），其中

%& D F #B$’&"3" H #$F 3，则 C0789/?*量为
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其哈密顿正则方程为
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$2 代数动力学算法［3—4］

先简要介绍非线性常微分方程的代数动力学算

法 0由于高阶常微分方程可以通过引进新的变量降
阶为一阶的，所以这里我们考虑一阶常微分方程，对

任意 & 个变量、% 个参数的一阶常微分方程组可
写为

#’( * )(（#$（ *），’(）， （$）
其中#$（ *）是方程包含的参数，构成 %5维参数空间，
( * "，#，⋯，&；$* "，#，⋯，% 0
考虑自治系统，参数#$ 与时间无关 0基于 )( 引

进时间平移算子 +,（’，%’）确定方程的局域微分结

构 +,（’，%’）*!
&

( * "
)(（#$，’(）%’(

，则原常微分方程组

可提升为偏微分方程组，其矢量形式为

#’ * +,’， （%6）
其严格解为

’（’/，*）* +-［’/，*］’/， （%)）
其中时间演化算子为
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基于严格解，四阶朴素代数动力学算法的设计如下：

+-%［’/，"*］* " 8"*+, 8（"*）#
#！

+,#

8（"*）$
$！

+,$ 8（"*）%
%！

+,%，（96）

’（’/，"*）* +-%［’/，"*］’/ 0 （9)）
如果考虑能量的高精度修正，则近似的时间演化算

子还应作如下修正：四阶近似下轨道迭代格式为

.&
"

%&( )
"

* +-%

.& ! "

%&( )! "
，修正后的轨道迭代格式为

.& * .&
" !&.，%& * %&

" !&%，

其中，

&. *（$（.&
"，.&

"）! //）: !
$（.，%）
!. .&"，%

&
"

，

&% *（$（.&
"，%&

"）! //）: !
$（.，%）
!% .&"，%

&
"

0

% 2 人造地球卫星运动方程的代数动力
学算法与其他算法计算结果的比较

为检验代数动力学算法（6;<.%）的精度，我们把
代数动力学算法计算结果与 =>(<.5?>@@6 算法
（AB%）［"/，""］和辛算法（&CDE%）［"#，"$］计算结果作了比
较 0三种算法均取四阶定步长算法 0
这里 AB%选用的是经典算法公式，其运动方程、

轨道迭代和速率迭代格式如下：

0·* 1（ *，0）， （F6）

0&8" * 0& 8 2
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由于人造地球卫星的 G6D’;@,( 量是不可分的，对
&CDE%我们采用 H>;.A中点算法
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其中 %·* !!$（%，.）
!. * ! $.（ %，.），.·*!$（%，.）

!%
* $%（ %，.）；4" * ! #23/$/4%"#，4# * ! /29$F9#3/J，

4$ * #2$3J4$4$"，4% * "2JF/FJ"J9F 0
对人造地球卫星，参数的选择为 %!（/）* /2/，

!（/）* "2/，%!（/）* /2J，!（/）* !#:$，%"（/）*

"/2"，"（/）* /2/；时间步长 2 * /2/"；初始能量 //

* ! /2%34$#$$9#9；计算 %//万步，卫星绕地球大约
运行 F///圈，以卫星每天绕地球运行 "9圈计（以运
行周期为 "2F K计算），卫星大约运行了 %//天 0
计算结果如下：
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!"轨道 见图 !（"），（#），因为该问题没有解析
解，而四阶代数动力学算法的精度可以估算，从数值

计算应保持能量守恒知道它的精度最高，因此轨道计

算以它为准 $与代数动力学算法相比，%&’()*+&,,"算
法在长时间的运算后，轨道稍有偏差，辛算法由于动

力学相位失真，造成相位移动，导致轨道偏差较大 $

图 ! 四阶代数动力学算法（—）、四阶 %&’()*+&,,"算法（***）和

四阶辛算法（⋯）在计算 -..万步后得到的卫星轨道随时间的变

化曲线 （"）!（ "）* "曲线；（#）!（ "）* " 曲线

# " 能量相对误差 见图 /（"），（#），（0），与辛算
法的能量相对精度（!.1 2）和 %&’()*+&,," 算法的能
量相对精度（!.1 3）相比，代数动力学算法的能量相

对精度（!.1 4）要分别高出它们 5 和 - 个数量级 $三
种算法的能量相对误差均有周期性的变化，这是由

于四极带谐项
#/

!5 $/（67’!）的周期性的影响，见图 5，

对于轨道偏心率较大的卫星，由于轨道径向坐标

!（ "）变化较大，摄动的变化和影响也较大，对于定步
长的算法会导致能量误差的增大 $

$ " 相图 见图 -（"），（#），（0），计算 !.. 万步，

代数动力学算法和 %&’()*+&,,"算法都能给出较好
的椭圆轨道相图，而辛算法的椭圆轨道相图则出现

了小的进动加宽，这是由于相位失真和隐式算法带

来的误差造成的轨道进动所致 $

图 / 三种算法在计算 -..万步后卫星的能量相对误差随时间

的变化曲线 （"）四阶代数动力学算法：8!%9% 8（ "）* "；（#）四阶

%&’()*+&,,"算法：8!%9% 8（ "）* "；（0）四阶辛算法：8!%9% 8（ "）* "
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图 ! 卫星运行 "###圈后四极带谐项 ! $
"%
#!

$%（&’(!）随时间的

变化图：!（ %）) %

*+ 四极和八极带谐项对卫星轨道的影响

,）! $
"%

#! $%（&’(!）是主要的地球形状摄动的四

极带谐项，它表明地球为一旋转扁椭球体，"% 的值

随地球形状的改变而改变，我们研究了 "% 值的改变

对卫星轨道的影响，见图 *（-），（.），图 "（-），（.）/图
*（-）是卫星轨道平面极坐标系中的") # 图像，"是
由升交点起算的极角 /图 *（-），（.）是 "% 变化时卫

星轨道的初期行为，图 "（-），（.）是 "% 变化时卫星

运行 ,*##圈后其轨道的变化 /由图可见，"% 的微小

变化都会对卫星的运动产生明显的影响 /
%）卫星轨道的计算中，考虑高阶带谐项

"!

#0 $!（&’(!）和
"0

#* $0（&’(!）对轨道的影响也是十分必

要的，它们表示地球密度分布的对于四极分布的偏

离，其中

"! $ %+*0# 1 ,#2"，"0 $ ,+",3 1 ,#2"［"］/
图 4（-），（.）是当 "% $ 2 ,+#5%"!" 1 ,#2 !并考虑 "!，

"0 的影响，卫星运行 ,%###圈后其轨道的变化 /结果
表明，高阶密度分布对卫星长时间轨道有不可忽视

的影响 /
!）对具有四极带谐项哈密顿量 &（ #，!，#，’#，

’!，’#）鞍点的存在性做了研究，发现该哈密顿量不
存在鞍点，卫星运动轨道对于小的扰动是稳定的 /对

于更高极带谐项，强度很小，尚未做鞍点和稳定性

分析 /

图 0 三种算法在计算 ,##万步后相图的变化 （-）四阶代数动

力学算法：’#) #；（.）四阶 67(89):7;;-算法：’#) #；（<）四阶辛算

法：’#) #
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图 ! !" 取 # $%$$$$&"’(’，# $%$$)$&"’(’，# $%$$($&"’(’，# $%$$!$&"’(’不同值时卫星轨道的变化，这种变化还取决于 "，! （*）"+ "；（,）"

（ #）+ #

图 ’ 当 !" 取 # $%$$)$’"’(’，# $%$$)$-"’(’，# $%$$)$&"’(’，# $%$$)$."’(’，# $%$$))$"’(’不同值时，计算 )$$万步后卫星轨道的变化 （*）

"（ #）+ #；（,）!（ #）+ #

图 - 当 !" / # )%$&"’(’ 0 )$ # (并考虑 !(，!1 的影响，计算 &$$万步后卫星轨道的变化 （*）"（ #）+ #；（,）!（ #）+ #
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!" 计算结果的分析讨论

# $辛算法由于强调轨道几何保真，导致了动力
学相位失真和卫星轨道误差的增大 $但辛算法的能
量相对误差呈周期性的振荡，能有效抑制系统能量

误差的长期积累 $
% " &’()*+,’--.算法由于不能控制复杂的余项，

能量相对误差增长较快，对于卫星轨道运动做长时

间计算，轨道会出现耗散性偏差 $但 &’()*+,’--. 算
法简易，计算速度较快 $

/ " 代数动力学算法能在较高的精度下兼顾轨
道几何保真和速度、能量等动力学量的保真 $前面的
计算结果表明，在对卫星运动做长时间的计算后，代

数动力学算法能够保证轨道的精度和椭圆形状的基

本特征不变，能够较好地控制能量相对误差的精度，

这在卫星的定轨计算中是很重要的，也是天体动力

学研究中久期数值计算的根本要求 $但代数动力学
算法计算速度较慢，需要进一步优化计算 0.1234级
数系数的程序，以提高计算速度 $三种算法相比，代
数动力学算法总的计算结果要好一些 $

5 " 对人造地球卫星，当偏心率较大时，当卫星

与地球相互接近时，所受作用力会急剧增大，地球形

状的摄动影响增大，对于一般的定步长的算法，会使

计算的能量误差增大，此时就需要考虑使用变步长

的计算方法，而变步长是代数动力学算法的特长 $本
文的计算中是将地球视为旋转椭球，在对各类卫星

运动的数值计算中，地球四极密度分布的微小变化

都会对卫星轨道产生明显的影响，而地球高阶带谐

项密度分布对卫星长时间轨道有不可忽视的影响，

应适当处理 $
6 " 卫星运动轨道的稳定性分析也是重要的 $对

于具有四极带谐项的哈密顿量，不存在鞍点，其运动

轨道对于小的扰动是稳定的 $
总之，从本文的计算结果的比较可以看出，代数

动力学算法在长时间内能够保持较好的轨道和能量

精度，这使得代数动力学算法在人造卫星定轨的精

密计算以及天体力学的数值研究中有应用前景 $
本文对人造地球卫星运动的探讨是初步的，只

考虑了最主要的带谐项的影响，与卫星运动的真实

描述还有距离 $特别是在人造卫星的精密定轨中，还
需要考虑地球大气阻力、太阳辐射压力、日月引力、

地球的潮汐和后牛顿效应等诸多因素的摄动影响，

真实卫星系统的计算应当考虑这些因素 $
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