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引进一类广义色散 ()*)++),-./* 模型，对其做奇异性分析 0通过改进的 12(,345+6)/ 算法，证明该模型在
7)89/:;<意义下可积，得到了它的一组 7)89/:;<,=>?6/59@系统和 =>?6/59@变换 0应用A)B/:进行代数运算，得到了丰富
的规则（4:C5/)4）孤子和一类奇异（+89C5/)4）孤子，扭结（6896）孤子，紧孤子（?.*B)?D.9）和反紧孤子（)9D8,?.*B)?D.9）0特
别地，推导出一类在扭结孤子的中间区域包含有一列周期尖点（?5+B.9）波的奇异结构 0在这些规则的孤子系统的基
础上，对可积广义系统应用 =>?6/59@变换，得到三类奇异孤子，分别是具有驼峰结构的周期爆破波，具有爆破波结
构的扭结孤子和紧孤子 0
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" G 引 言

在地心引力作用下没有表面张力的无漩涡不可

压缩无黏性浅层流体的运动研究中，近似地推导出

()*)++),-./* 模 型［"］0 通 过 相 位 分 析，H5//89，
I.DDJ)/@ 和 -./*［!］将 ()*)++),-./*模型的行波解作
为 =.9@数的函数进行分类，研究了该模型在实验上
的可观察性 0在 3.@)*) 变换方法基础上，H5//89，
I.DDJ)/@ 和 -./*［$］导出了具有表面张力的 ()*)++),
-./*模型 0 28)9，I58和 K85［F］研究了文献［$］中方程
的适定性，稳定性和散射问题 0 H89C和 28)9［%］讨论了
弱黏性 ()*)++),-./*模型解的存在性以及爆破波现
象 028)9，L89，M.9C 等［’—"#］研究了一类完全非线性
广义 ()*)++), -./*模型的新型尖峰孤子解和紧孤
子 0阮和李［""］用李群约化方法深入研究了非线性薛
定谔模型的一些特殊情况的解 0智，王和张［"!］通过
一种构造非线性偏微分方程更一般形式精确解的直

接方法推导 =4.:4,3)5,35B:4+N*8@D 方程的一系列精
确解 0

"EO$年，1:8++，2)P.4和 ()49:;)/:推广常微分
模型的 7)89/:;<方法，提出 12(方法来直接检验偏
微分模型的 7)89/:;<属性 0经典的求偏微分模型近
似约化的工具是李方法，(/)46+.9和 345+6)/ 推导出

了一个较之前方法简单的方法，(3直接约化方法被
广泛用于求解非线性偏微分模型的近似解 0 L)9 利
用改进的齐次平衡法对变系数 37模型求解，通过
=>?6/59@变换得到 ’ 组精确解［"$］0 Q)9 等推广齐次
平衡法，在此基础上得到改进的 =>?6/59@变换和近
似约化，讨论了 12(方法、(3直接约化法和齐次平
衡法三者之间的联系［"F，"%］0 -.9C在截尾 7)89/:;<方
法基础上利用 R5D.,=>?6/59@ 变换得到 3896 孤
波［"’］，Q)9和 SN)9C进一步改进齐次平衡法，使得求
解的过程更为简单有效［"&］，最近文献［"O—!"］分别
讨论了非线性模型的精确解问题 0
本文引入两个变系数广义 ()*)++),-./*模型，

研究当对 ()*)++),-./*模型加大浅层水面的色散强
度以后，所产生的广义模型是否仍然具有碎波现象

或其他以前没有得到过的新型形式的孤波系统 0我
们知道，()*)++),-./*模型比 3@T模型更好之处在
于它具有和物理水波一样的碎波现象 0我们首先来
研究可积的广义色散 ()*)++),-./*模型 0本文应用
12(,345+6)/算法来处理该模型的可积性问题，注意
到此时该广义色散 ()*)++),-./*模型的指数序列取
定值 0在求解该模型的过程中，A)B/:被用来处理过
程中复杂的数值计算和数值模拟 0由于广义色散
()*)++),-./*模型中的色散作用与非线性作用平
衡，因而它能够产生一系列规则的运动 0通过 12(
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测验，该模型在 !"#$%&’(意义下可积，从而可以推导
出该模型的 !"#$%&’()*+,-%.$/系统和 *+,-%.$/变换 0
我们由三种初值解的类型来分析广义色散 1"2"33")
45%2模型的孤子结构：平凡的初值解、常数解和孤
子解情况 0由 *+,-%.$/变换和它的方程组，我们得到
了规则孤子，如扭结孤子、紧孤子和反紧孤子，以及

奇异孤子———周期尖点波与扭结孤子同时存在 0本
文接着讨论了一类可积的广义 1"2"33")45%2模型 0
这里我们不再人为的添加非线性色散作用，只是调

整模型中指数序列的取值，使得模型里的作用力能

够达到稳定，从而可以产生传播中不会衰退的结构 0
我们首先探讨该广义非线性模型的规则孤子结构，

分别得到了爆破波、周期爆破波和浮动紧孤子 0在这
些规则孤子结构的基础上，我们试图扩展该模型的

孤子系统到一个更为宽泛和复杂的范围 0 由
*+,-%.$/变换和 !"#$%&’()*+,-%.$/系统，得到了本文
所期望的奇异孤子结构，它们分别是具有对称驼峰

结构的奇异周期爆破波，含有爆破波的奇异扭结孤

子结构，以及包含对称爆破波的奇异紧孤子结构 0

6 7 孤子系统的推广

!"#" $%&测验

8&#33，9":5; 和 1";$&’"%& 给出了一个可以直接
进行可积性测验的程序 0由它改进的算法指出，当方
程的解在运动奇异流形上是“单值”时，则该偏微分

方程具有 !"#$%&’( 可积性 0我们利用它来研究确定
强度的广义色散 1"2"33")45%2方程

!" < #!$ < %=（ "）!$$" < %6（ "）（!6）$

< %>（ "）!$（!>）$$ < %?（ "）!（!6）$$$

< %@（ "）（!?）$$$ A B0 （=）
我们将奇异流形定义为 &（!（ $，"））A B，偏微分方
程的解定义为 ! A !（ $，"）0将一个拟设表达式

!（$，"）A!
’

( A B
&（ (）（!（$，"））代入到模型（=）中，其中 "

在流形的邻域取定 0由改进的齐次平衡法原理，通过
非线性项 %>（ "）!$!>

$$ < %?（ "）!!6
$$$和最高阶微分项

%@（ "）!?
$$$的平衡，可以得到平衡常数 ’ 取值为 6，因

此该广义色散 1"2"33")45%2系统的 *+,-%.$/变换为
!（$，"）A &C（!）!

6
$（$，"）

< &D（!）!$$（$，"）< )（$，"），（6）
其中D A!E!!，&

（ *）A!*& E!!
* 0! A!（ $，"），)（ $，"）

是变系数广义色散 1"2"33")45%2模型的两个解，我

们将在下面的计算中得到这两个函数 0将（6）式代入
到方程（=）式中，我们得到一个代数系统，在该系统
中合并!（ $，"）的偏微分的所有齐次项，并令该系
统中!

F
$ 的系数为零，产生了 & 的如下的常微分

方程：

%@（ "）)$$$ < > %>（ "）&C!$$!$$$

< ?6 %@（ "）&C!$$!$$$ < %@（ "）&D!$$$$$ A B0 （>）

这说明方程（=）中非线性项和三阶微分项实现了部
分的平衡 0解上面的微分方程，我们有 &（!）A
# %$!，这里 # 取任意常数 0（>）式可以简化成为关于

&D，&C，&"，+ 的一个线性多项式 0 将 &D，&C，&"，+
的系数设置为零，得到了一列偏微分 !"#$%&’()
*+,-%.$/方程系统 0由于该方程组很繁琐，本文略去
其表达式 0我们称其为广义色散 1"2"33")45%2模型
的 !"#$%&’()*+,-%.$/ 系统由广义色散 1"2"33")45%2
模型的 !"#$%&’()*+,-%.$/ 系统，建立了广义色散

1"2"33")45%2 模型的一个自动 *+,-%.$/变换

!（$，"）A #（%$!）$$ < )（$，"）0 （?）

这里!（ $，"）满足广义色散 1"2"33")45%2 模型的

!"#$%&’()*+,-%.$/系统，)（$，"）是方程（=）的解 0在接
下来的几节中将对 )（ $，"）分情况讨论导出的新解
情况 0

!"!" 平凡解条件下的孤子结构

由 *9 的广义色散 1"2"33")45%2 模型的

!"#$%&’()*+,-%.$/ 系统，我们来寻找方程（=）的精确
解 0显然平凡解是方程（=）的一个解，令 )（$，"）A B，
将这个假设代入到广义色散 1"2"33")45%2 模型的

!"#$%&’()*+,-%.$/ 系统中，系统转化为较简单的方程
组 0在该方程组中对!（$，"）做拟设 , < -&GH"（ $ I

#"），这里 , 和 - 为任意的非零常数，"，#将会在下
面的计算中被确定 0将解!（ $，"）代入平凡解下的
广义色散 1"2"33")45%2模型的 !"#$%&’()*+,-%.$/ 系
统中，得到关于"，#的常微分方程组 0通过求解方
程，得到#，"0 因此，由在平凡解条件下的自动

*+,-%.$/ 变换，得到了非线性色散 1"2"33")45%2方
程（=）丰富的规则和奇异的孤子 0令

.= A #%?（ "）< F#%@（ "）I > %?（ "），

有
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为了寻找孤子结构的代数表达式，在平凡解条件下

研究非线性色散方程（!），我们得到扭结孤子结构，

见图 !，这里 ( " $，’ " %，%!（ #）" !
%，%%（ #）" ’

$，

%’（ #）" !
%，%-（ #）" !

!.，$ " %,

下面的孤子表达式包含复数域上的参数值，得

到一类奇异扭结孤子结构，见图 % ,
图 ! 规则扭结孤子 !!（ "，#）

图 % 奇异的扭结孤子，在波峰具有一个周期尖点波，圆圈为 !$（ "，/），实圈为 !’（ "，/）

!$（"，#）" $
$ %%（ #）

&[ ]
!

{ }!&’ $ %%（ #）&&[ ]!
!&’

()*+｛ $ %%（ #）&&[ ]!
!&% ) " #（$ &! ! #）&（!$ %!（ #） %%（ #![ ]））｝({ }’

%

，

!’（"，#）" # $ $ %%（ #）&&[ ]!
!&’ ) #{ }!

0
$ %%（ #）&&[ ]!

!&’ ’)*+｛ $ %%（ #）&&[ ]!
!&’ ) " #（$ &! ! #）&（!$ %!（ #） %%（ #![ ]））｝

( ( ’)*+｛ $ %%（ #）&&[ ]!
!&’ ) " #（$ &! ! #）&（!$ %!（ #） %%（ #![ ]））{ }｝

%

,

在平凡初值条件下，通过 12345678变换（’）式，
当广义色散 9:;:<<:=>?5; 方程中的可变系数满足

条件 $［. %$（ #）( @. %-（ #）］" /时，得到了它的一个紧
孤子结构 ,见图 $ ,
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图 ! 有限振幅的紧孤子

图 " 有限振幅的反紧孤子解
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0

可得到一个反紧孤子，见图 "，令 &( $ ! %!（ #）* ("$%!（ #）* "1 %#（ #）* )#1$%#（ #），

!2（"，#）

$ % $ #&%"（#）’&[ ]( )’( *{ })

/
#&%"（#）’&[ ]( )’(’
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!"#" 常数解条件下的孤子结构

本节重新设定 !"#$%&’(变换的初始条件，意识
到常数也可以是模型（)）的一个解，因此将广义色散
*+,+--+./0%, 模型的 1+2’%345.!"#$%&’( 系统的解条
件换成常数情况，在这种情况下我们寻找更多的规

则孤子 6令 !（"，#）7 $，$ 代表任意常数 6将方程（)）
的解代入广义色散 *+,+--+./0%, 模型的 1+2’%345.

!"#$%&’(系统中，我们得到一个较简单的方程组 6与
上面一样，模型（)）的解可以拟设为形式 % 8 &39:!
;（" <"#），% 和 & 是任意的常数，在接下来的计算
中我们决定参数!，"6将这个解代入常数解广义色
散 *+,+--+./0%,模型的 1+2’%345.!"#$%&’(系统中，可
以得到关于!，"取值的系统 6此时参数的选择没有
限制，我们可得到精确的解析规则孤子解，是扭结

孤子：

’=（"，#）7 < (｛［)> <（)?
> < )@）

)A?］)A? 8 )｝
［)> <（)?

> < )@）
)A?］)A? &

%39:｛［)> <（)?
> < )@）

)A?］)A?（" <"#）｝8{ }&

?

8 $，

’)B（"，#）7｛［)> 8（)?
> < )@）

)A?］)A? 8 )｝
［)> 8（)?

> < )@）
)A?］)A? &

%39:｛［)> 8（)?
> < )@）

)A?］)A?（" <"#）｝8{ }&

?

8 $ 6

在常数初始条件下的广义色散 *+,+--+./0%,模型的
扭结孤子 ，此时变系数之间没有依赖关系，其中

)> 7
CC$(*C（ #）8 ?)(*D（ #）8 ?EE$(*>（ #）
D(*>（ #）8 =(? *C（ #）8 @B(? *>（ #）

，

)@ 7 E *?（ #）< DE$? *C（ #）8 ?D$(*C（ #）

8 )?E$*D（ #）8 DB(*D（ #）< F@E$? *>（ #）
8 DE(*>（ #）8 CC@$(*>（ #）6

C G 规则孤子结构

通过对广义 *+,+--+./0%,模型（>）的分析，我们
在规则孤子基础上寻找奇异结构：

’# 8 (’" 8 *)（ #）’""# 8 *?（ #）（’?）"

8 *C（ #）’"（’C）"" 8 *D（ #）’（’?）""" 7 B6 （>）

首先我们来寻找模型（>）的规则孤子结构，它的行波
解由 ’（"，#）7 ’（#）7 ’（ " < +#）给出，+ 是波速，
因此将方程（>）简化成为如下常微分方程：
（( < +）’# < +*)（ #）’### 8 *?（ #）（’?）

#

8 *C（ #）’#（’C）
## 8 *D（ #）’（’?）

## 7 B6 （@）
接下来，由上面得到的模型（@）的规则孤子解，通过
它的 !"#$%&’(变换，我们来求该模型的奇异孤子解，
将上一节中得到的解作为初始解 6为了计算上的简
便，我们令它们为函数 ! 6将孤波解代入到 !"#$%&’(
变换中得到一列偏微分方程 6为方便省去该方程 6我
们假设系统的解$（"，#）7 % 8 &39:!（" <"#），其中
% 和 & 是任意常数，通过分析可得到!，"的精确取
值 6从而得到一类更为复杂的孤波，令 )F 7 < C *?
（ #）8 (*?（ #）8 DE!? *D（ #），有

’))（"，#）7 < ( )?!*D（ #）< C *D（ #）)! F

(*D（ #）< C *D（ #[ ]）
)A?

8{ })
)?!*D（ #）< C *D（ #）)! F

(*D（ #）< C *D（ #[ ]）
)A?

&

%39: )?!*D（ #）< C *D（ #）)! F
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)A?

（" <"#{ }） 8
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
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?

8 !，

解见图 >所示，它们是奇异的周期爆破波，在对称的
结构中爆破现象和驼峰同时存在 6参数取 ( 7 >，
*)（ #）7 )，*?（ #）7 )，*C（ #）7 D，*D（ #）7 )，% 7 C，& 7

?6当参数取其他情况时，同样的结构有不同的表达

形式 6见图 @ 6

’)?（"，#）7 ( )?!*D（#）< C*D（#）)! F

(*D（#）< C*D（#
[ ]）

)A?

<{ })
)?!*D（#）< C*D（#）)! F

(*D（#）< C*D（#
[ ]）

)A?

&39: )?!*D（#）< C*D（#）)! F

(*D（#）< C*D（#
[ ]）

)A?

（" <"#{ }）
%39: )?!*D（#）< C*D（#）)! F
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图 ! 奇异的周期爆破波结构

图 " 周期爆破波
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它是一个奇异的扭结波 0见图 + 0最后，我们得到了一个奇异的紧孤子结构，见图 1 0

图 + 爆破现象的奇异扭结波
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图 ! 对称爆破波结构的奇异紧孤子
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