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在符号动力学的基础上，探讨了基于符号向量序列的局部耦合映像格子求逆问题，证明了相空间 !" 上任意取
值通过基于符号向量序列的逆迭代过程必然收敛至初始向量，提出了基于符号向量动力学的初始向量估计算法，

从而建立了耦合映像格子符号序列和实际动力系统相空间的对应关系 (实验结果表明，根据该算法可以有效建立
符号向量序列和耦合映像格子相空间之间的对应关系，更好地刻画了实际模型的物理过程 (
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# > 引 言

通过抽象和概括，复杂的动力学运动可以粗粒

化为结构简单的动力系统［#，"］(其中，在时间域空间
域离散，而在状态域连续的耦合映像格子，已经得到

大量的研究和应用［,］(进一步的粗粒化，将状态域分
割为不同的子域并用不同的符号表示，能够得到结

构最简单的符号动力系统 (通过建立符号动力系统
和实际动力系统之间的对应关系，符号动力学已经

成为研究实际系统的有力工具［#，"］(尤其是在一维混
沌领域，使用字提升法，根据符号序列可以估计出一

维单峰抛物线映射中的控制参数［#，"］；通过符号序列

排序以及格雷编码，仅依赖符号序列即可估计出单

峰映射的初始值与控制参数［*］；而在大信噪比情况

下，基于符号动力学的估计值和实际值之间的误差

仅与观测到的符号序列误码率有关［)］(
符号动力学理论在一维离散混沌领域内的日益

完善，为时空混沌符号动力学理论开展提供借鉴和

理论基础 (目前，针对耦合映像格子的符号动力学的
研究主要集中于拓扑熵估计［&］，遍历性［+］以及伪随

机性等方面［’，%］(最近，?@156 结合一维符号动力学

的相关思想，讨论了 " 节点单峰映射下耦合映像格
子"/A2B符号动力系统的构造方法［#$］(以此为基础，
将符号序列的排序规则从一维混沌映射推广到耦合

映像格子；探讨了耦合映像格子符号序列和不动点、

周期轨道以及在稠密轨道之间的关系；并用一维混

沌映射符号动力学的相应观点解释了耦合映像格子

的生成划分、格雷码以及揉序列等动力特性［#$］(
文献［#$］证明了利用符号动力学可以建立出耦

合映像格子的等价符号动力系统，为耦合映像格子

符号动力学理论的建立提供了理论依据和研究借

鉴 (然而，由于没有进一步探讨耦合映像格子求逆问
题，因此无法建立出符号序列同实际动力系统的相

空间以及控制参数之间的对应关系 (正是由于这个
原因，目前基于符号动力学的耦合映像格子信号估

计十分粗糙［##，#"］(其中，由于没有考虑各个格点间的
耦合作用，文献［##］仅能利用时不变映射系数估计
出初始值的统计特性；而即使考虑到各个格点间的

耦合作用，在符号动力学估计的基础上对格点的映

像系数进行修正，所提出的时变映射系数恢复信号

初始值法依然只能恢复出信号初始值的统计

特性［#"］(
本文在文献［#$］的研究基础上，探讨了基于符
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号向量序列的局部耦合映像格子求逆问题，证明了

相空间 !" 上任意取值经过基于符号向量序列的耦
合映像格子逆迭代过程必然收敛至初始向量，提出

了基于符号向量动力学的初始向量估计算法，从而

建立了耦合映像格子符号序列和实际动力系统相空

间的对应关系 !实验结果表明，根据本文算法可以有
效建立符号向量序列和耦合映像格子相空间之间的

对应关系，从而更好地刻画了实际模型的物理过程 !

" # 耦合映像格子以及耦合映像格子求逆

一个典型的 " 节点单峰映射下局部耦合映像
格子描述如下［$，%&］：

#$
%’% (（% )!）&$（#$

%）

’ !" &$)%（#$)%
% ）’ &$’%（#$’%

%[ ]）， （%）

其中 $ ( %，⋯，" 表示格点位置，" 表示格点大小，%
表示时间步数，!表示耦合系数 !动力学系统 &$：!!
!，! (［’，(］为单峰映射函数 !
定义 ) 为每一个节点的产生函数 &$，即令

)（!%）( "!% ’ %，其中 !% (［ #%
%，#"

%，⋯，#
"
%］

*，"!% ’ % (
［ &%（#%

%），&"（#"
%），⋯，&"（ #"

%）］
* !（%）式可简写为 !% ’ %

( * + "!% ’ % ( *")（ !%），其中 * 为（%）式中 " + "
的耦合矩阵 !令 + ( *")，+：!"! !"，则耦合映像格
子迭代方程可简写为 !% ’ % ( +（!%）

［%&］!

* (

% )! ! & ⋯ & &
!," % )! !," ⋯ & &
& !," % )! ⋯ & &

& & & ⋯ ! % )















! "+ "

!

符号动力学是对动力学系统的一种粗粒化描

述，它只考虑每一时间点上系统所处的相空间，而不

考虑具体的取值［%，"］!考虑第 $ 个格点的单峰映射
&$：!! !，! (［ ’，(］!定义阈值 #$

-，使得在阈值 #$
- 两

边映射 &$ 单调 !此时阈值 #$
- 将 ! (［ ’，(］划分为两

个不相交的区间段 ,$ (｛-$) %，-$%｝，其中 -$) % (［ ’，

#$
-］，-$% (［#$

-，(］，显然 -$) %# -$% ("，-$) %$ -$% ( ! !定
义第 $ 个格点的符号取值如下：

.$% (
) %， #$

% % -$)%，

%， #$
% % -$%

{ !
（"）

在 % 时刻，（%）式产生符号向量 #% (［ .%%，."%，⋯，

."%］* !而（%）式从 &时刻迭代产生的符号向量序列记

为 $ ( #&，#%，⋯，#%，⋯ !
当初始向量 !& 选定，（%）式迭代出一条数值向

量轨道 !&，!% ( +（!&），⋯，!% ( +%（!&），⋯ !当 % 时
刻的符号向量 #% 已知时，更确切的表示方法为

!&，!% ( +#&
（!&），

!" ( +#%"+#&
（!&）( +"

#%，#&
（!&），⋯，

!% ( +%
#%)%，⋯，#&
（!&），⋯ （$）

建立符号动力序列和耦合映像格子相空间对应

关系的关键问题在于耦合映像格子求逆 !由于耦合
映像格子函数 + 的逆函数具有多值性，因此对于
!% ’ % ( +（!%）不能简单记为 !% ( + ) %（ !% ’ %）!借鉴
一维混沌符号动力学中非线性函数求逆的相关知

识［%，"］，令 "!% ’ % ( * ) % + !% ’ %，其中 "!% ’ % (［ &%（ #%
%），

&"（#"
%），⋯，&"（#"

%）］
* !考虑第 $ 格点（ $ ( %，"，⋯，"）

在 % 时刻关系：&#$
%’ % ( &$（#$

%）!若此时此格点的符号

.$%已知，由于映射 &$ 在阈值 #$
- 两边单调，因此

& ) %
$ .

$
%
（ &#$

%’ %）( #$
%唯一确定 !令 ) ) %

#%
为 % 时刻，符号 .$

已知时各节点的逆产生函数 & ) %
$ .$，则 ) ) %

#%
（ "!% ’ %）(

［ & ) %
% .%%
（ &#%

% ’ %），& ) %
" ."%
（ &#"

% ’ %），⋯，& ) %
" .

"
%
（ &#"

% ’ %）］
* (

!% !因此当 #% 已知时，) ) %
#%"* ) %（ !% ’ %）( !% 唯一确

定 !令 + ) %
#%

( ) ) %
#%"* ) %，+ ) %

#%
：!"! !"，则当符号向量

序列 $ 已知时，耦合映像格子的逆可简写为 !% (
+ ) %

#%
（!% ’ %）!

定理 考虑映射 + ) %
#%

( ) ) %
#%"* ) %：!"! !"，且定

义度量 /（!，%）( ./0
%& $&"#$ )$$ ，其中 ! (［#%，#"，

⋯，#"］
*，% (［$%，$"，⋯，$"］

*，且 !，%% !% !则映射

+ ) %
#%
为压缩映射 !

证明 因为相空间 !" 为完备空间 0" 上闭子空

间，因此（ !"，/）为完备的度量空间 !令 !1 ( * ) % +
!，%1 ( * ) % + %，其中 !1 (［#1%，#1"，⋯，#1"］

*，%1 (
［$1%，$1"，⋯，$1"］

* !则

/（+ )%
#%
（!），+ )%

#%
（%））

( /（) )%
#%
（!1）) ) )%

#%
（%1））

( ./0
%& $&"

& )%$ .$%
（#1$）) & )%$ .$%

（$1$） ! （2）

因为混沌或其拓扑共轭的逆 & ) %
$ .$%
一定为压缩映射，

即 & ) %
$ .$%
（#1$）) & ) %

$ .$%
（$1$） 3 （#1$ )$1$ ，因此必然存

在 & 3 1 3 %，使得 4（+ ) %
#%
（!），+ ) %

#%
（%））( 14（!1，%1）!
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令 ! ! " #（"#$）% $ %，则!%
$ # " "#$ # "%因此，

&（!&，"&）# ’()
"" #"%

! !" $ ! ! ! !" $ "

" ’()
"" #"%!

%

$ # "
"#$ ’()

"" #"%!# !"#

# &（!，"）% （*）
综合（+）式和（*）式可知 &（’ ! "

#(
（ !），（’ ! "

#(
（ "））"

)&（!，"），即映射 ’ ! "
#(
为压缩映射 %证毕 %

, - 基于符号向量动力学的初始值估计

基于符号动力学的初始值估计，其本质在于动

力系统求逆 %根据耦合映像格子的逆映射 !( #
’ ! "

#(
（!( . "），将（,）式逐步求逆即可得到一系列单调

的逆函数数支如下，显然此时向量 !( 与 !/ 一一

对应 %
!/ # ’ !"

#/
（!"）# ’ !"

#/#’ !"
#"
（!0）

# ’ !0
#/，#"
（!0）# ⋯

# ’ ! (
#/，⋯，#(!"
（!(）# ⋯ （1）

令 !2（/3 *）# ’ ! *
#/，⋯，#* ! "
（!），其中!相空间 +% 上

任意取值 %根据定理，由于映射 ’ ! "
#(
为压缩映射，因此

45’
*$6

’ ! *
#/，⋯，#* ! "
（!）必然存在且唯一 %若映射 !( . " #

’（!(）在 +% 遍历，根据遍历性，!（/）任意邻域

,#［!（/）］经过充分大的 * 步迭代之后，45’
*$6

’*
#* ! "，⋯，#/

（,#［!（/）］）# +% %因此 45’
*$6

’ ! *
#/，#* ! "
（!）%,#［!（/）］%由

于#可以任意小，因此 45’
*$6

’ ! *
#/，#* ! "
（!）# !（/）%

根据 45’
*$6

’ ! *
#/，#* ! "
（!）# !（/），基于符号向量序列

初始向量估计算法描述如下：

步骤 ! 任选相空间 +% 上向量!作为初始向
量 "* . "，并且观测符号向量序列 $ #｛#/，#"，⋯，

#*｝；
步骤 " 实现 ! ! " $ "* . " # %"* . " #［ -."

* . "，

-.0
* . "，⋯，-.

%
* . "］

7；

步骤 # 实现 / ! "
#(
（ %"* . "）#［ - ! "

" 0"*
（ -."

* . "），

- ! "
0 00*
（ -.0

* . "），⋯，- ! "
% 0%*
（ -.%

* . "）］
1 # "*；

步骤 $ 根据 $，重复步骤 0，,，通过基于符号
向量序列的耦合映像格子逆迭代过程，求得 22（/ *
. "）# ’ ! * . "

#/，⋯，#*
（!），则 22（/ * . "）即为初始向量

!（/）的估计值 %

根据上述步骤，可以很好地恢复出耦合映像格

子的初始向量 %以斜 89:8映射 -#（2）#$# ! " !$# 2
为例，选取阈值 2#

; # / %则其逆映射 - ! "
# 0#（ 2）# 0#（$#

! " !%）<$# %将初始向量估计值记为 !2（/ * . "）#
［2&"（/ * . "），2&0（/ * . "），⋯，2&%（/ * . "）］，估计
值与实际值的均方误差为=(> #!%

# # "（ 2& #（/ * . "）

! 2#
/）

0 %均方误差与观测到的符号序列的长度对应
关系如图 "所示，可以看出，随着观测到的符号序列
逐步增大，均方误差逐步减小，估计值逐步收敛到实

际值 %

图 " 均方误差与符号序列长度 * 的对应关系；## /-/?*@，$" #

"-??，$0 # "-@?，$, # "-A?，$+ # "-1?

当单峰映射为 BCD5E85;映射 -#（ 2）# 3# ! 20 时，

选取阈值 2#
; # /，其逆映射 - ! "

# 0#（ 4）# 0# 3# !& 4 %需

要注意的是，尽管映射 -#（ 2）在区间 + #［ 3 ! 30，3］
上遍历，但是耦合映像格子 ’ ! "：+%$ +% 在相空间
+% 上并不遍历 %例如 % # 0，控制参数## /-/?@A，3
# "-???，且 !( . " #［ ! "-,/+"，"-A/+*］7，#( #［"，"］7

已知的情况下，尽管 !( # ’ ! "
#(
（ !( . "）依然是一一对

应映射，但此时 !( #［"-?"A，/-0A*5］7 在相空间 +%

上不存在，因此当 % # 0，控制参数## /-/?@A，3 #
"-???时，耦合映像格子产生的时空混沌向量序列
不可能出现向量［ ! "-,/+"，"-A/+*］7 %在运行符号向
量序列初始向量估计算法时，若初始向量 "* . "依然

在相空间 +% 上任意选取，则在迭代过程中向量 "#，#
# *，* ! "，⋯，/所在相空间将不再是 +%，而是 %
维复空间 5% %尽管如此，试验结果显示，符号向量序
列初始向量估计算法依然适用 %估计向量 !2（/ * .
"）的实数部分收敛至始向量 !（/），而虚数部分收敛
至 / % 例如当 % # 0，控制参数## /-/?@A，3 # "-???
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时，初始向量 !（!）"［!#$%&$，!#’!(’］) 时，符号长
度 ! 和估计值如表 *所示 +

表 * 符号长度 ,和估计值的对应关系

符号长度 ! 估计值实部 估计值虚步

$ ［!#-!.$，!#’/%$］) ［!，!］)

*! ［!#’!/&，!#$%-%］) ［!，!］)

*$ ［!#$%$!，!#’!(*］) ［!#!!*&0，1 !#!!*(0］)

(! ［!#$%$&，!#’!*.］) ［ 1 !#!!!$0，!#!!!&0］)

($ ［!#$%$!，!#’!(*］) ［ 1 !#!!!/0，!#!!!(0］)

$! ［!#$%&$，!#’!(’］) ［*#(0 2 *! 1 ’，1 *#!0 2 *! 1 ’］)

& # 结 论

在耦合映像格子中，恢复系统初始值的关键在

于耦合系统求逆 +本文在符号动力学的基础上，探讨
了基于符号向量序列的局部耦合映像格子求逆问

题，证明了相空间 "# 上任意取值经过基于符号向量
序列的耦合映像格子逆迭代过程必然收敛至初始向

量，提出了基于符号向量动力学的初始向量估计算

法，从而建立了耦合映像格子符号序列和实际动力

系统相空间的对应关系 +对于斜 3453映射下耦合映
像格子，通过基于符号向量序列的耦合映像格子逆

迭代过程，相空间 "# 上任意取值!都将收敛到初始
向量 +尽管 ,6708309映射下耦合映像格子逆函数的相
空间为 # 维复空间 $#，但是通过逆迭代过程，相空

间 "# 上任意取值!的实数部分都将收敛到初始向
量 +上述实验结果表明，根据本文算法可以有效建立
符号向量序列和耦合映像格子相空间之间的对应关

系，从而更好的刻画了实际模型的物理过程 +

［*］ :;6 < , *%%& %&’(&)*+ ,)&- .’(’/01’2=3* "*&(0456&)0* &0 $-’0&)6

78*’9)62 （ >?57?;0： >?;57?;0 >404530@09 ;5A )49?56B6709;B

CAD9;3065 EDFB08?057 :6D84）（05 G?05484）［郝柏林 *%%&从抛物线

谈起———混沌动力学引论（上海科学技术教育出版社）］

［(］ H?457 I J，:;6 < , *%%& 3::1);4 %89/01)6 78*’9)62（>?57?;0：

>?;57?;0 >404530@09 ;5A )49?56B6709;B CAD9;3065 EDFB08?057 :6D84）

（05 G?05484）［郑伟谋、郝柏林 *%%&实用符号动力学（上海科

学技术教育出版社）］

［/］ K;57 I J *%%& %:’&)0&;9:0(’1 $-’02 ’*4 $05:1;4 <’: !’&&)6;
（ >?57?;0： >?;57?;0 >404530@09 ;5A )49?56B6709;B CAD9;3065

EDFB08?057 :6D84）（05 G?05484）［杨维明 *%%& 时空混沌和耦合

映象格子（上海科学技术教育出版社）］
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