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研究了双频混沌信号驱动的混沌振子的广义同步和相同步问题 + 发现了反偏向的相同步和正偏向的广义同

步，即响应振子可以优先与驱动强度弱的混沌信号达到相同步，而广义同步则先在驱动强的信号和响应振子间建

立起来 +对这些行为产生的动力学机理进行了详细地分析 +
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资助的课题 +

% -./012：3435674897:+ 6;:+ <7

! = 引 言

混沌系统间的同步问题人们讨论得比较详细的

主要有完全同步、广义同步和相同步等几种形式 +完
全同步是条件最强的一种同步形式，它要求耦合的

系统是完全一致的，并可以通过同步流形的横向李

雅普诺夫指数小于零来判断是否建立了完全同步关

系 +如果耦合的系统之间有参数失配，系统间可能会

达到广义同步或相同步 +本文研究双频驱动混沌系

统的相同步和广义同步问题 +要对相同步进行研究，

就需要定义混沌振子的相位，而相位的定义迄今为

止一直是没有解决的问题 +所以人们对相同步的研

究一直集中在低维简单的混沌系统 +
关于相同步，最简单的情况是耦合或驱动周期

振子的同步行为，其中 >:?0/@A@ 平均场模型可以对

此有深刻的描述 + 在热力学极限（振子数 !"B）

下，系统存在一个临界耦合强度，当耦合强度大于临

界值时振子系统表现出相干行为 +周期驱动的极限

环系统则可用圆映像给出漂亮的描述，我们可观察

到各种比例的锁相行为 +随后人们把相同步的概念

扩展到混沌系统中来，分别讨论了相互耦合混沌振

子间的相同步［!，"］，弱周期力驱动混沌系统的相同步

问题［#］，驱动响应系统的相同步现象［$］，在共同噪声

作用 下 的 两 个 混 沌 振 子 的 相 同 步［)］等 等 + 近 来

C?6907［*］等人研究了在两个相互竞争的周期力作用

下混沌振子的相位动力学 +并且在实验上已经得到

了验证［(］+
尽管人们对混沌系统间的相同步问题进行了详

细的研究，仍然存在着许多含糊的，甚至没有解决的

问题 +例如，如果两个相互竞争的不同的混沌信号同

时驱动一个混沌响应系统，三者之间会发生什么现

象？在现实世界中，一个混沌系统同时受到两个甚

至多个不同的混沌驱动信号作用是很平常的事 +据
我们所知，这个问题一直没有被详细的讨论过 +我们

的研究发现，系统间建立相同步关系和耦合强度的

大小是不成正比的，即耦合弱的振子和响应系统间

可以先建立相同步关系，耦合强的振子反而可能会

后达到相同步 +我们分析了出现这种与直观现象不

相符合现象的机理，并发现有意义的交替相同步行

为 +我们采用了条件熵的办法研究双频驱动情况下

系统的广义同步 +对广义同步，我们并没有发现类似

于双频驱动下相同步关于耦合强度不对称的情形，

而是由系统间耦合强度的大小决定，耦合强度大的

系统间先建立广义同步关系 +
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!" 双频驱动混沌振子的相同步

为了方便问题的讨论，我们用两个具有较好旋

转中心的不同的 #$%%&’( 混沌振子去驱动另外一个

#$%%&’( 混沌系统 )驱动系统的动力学方程如下：

!·*，! + , "*，! #*，! , $*，!，

#·*，! + "*，! !*，! , %#*，!，

$·*，! + & - $*，!（!*，! , ’）)

（*）

响应系统的方程为

!·. + , ". #. , $.，

#·. + ". !. , %#. - (（#.，#*，#!），

$·. + & - $.（!. , ’），

（!）

其中 "*，"! 分别是两个不同驱动系统的自然频率，

". 表示响应系统的自然频率 ) 为了讨论的方便，我

们考虑 "* / ". / "! 的情况 )驱动方程和响应方程

中参数 %，’，& 都是相同的，分别为 % + ."*01，’ +
*.，& + ."!（保证三系统都处于混沌运动状态）) 为

方便讨论，我们让 "*，! + ".!!" ) (（#.，#*，#!）表

示驱动和响应系统间的耦合函数，我们采用下面的

线性形式：

(（#.，#*，#!）+（! - )）（#! , #.）

-（! , )）（#* , #.）， （2）

这里!是扩散耦合强度，) 决定着相对于对称耦合

的偏离程度 )当 ) + . 时，系统间的耦合是扩散耦合；

而当 ) + 3!时，退化成单向耦合 )
#$%%&’( 振子由于其多数情况下很好的相干旋转

性质，相位和振幅可以用轨道投影法简单定义为

"* + 4(5647
#*

!*
，* + .，*，!， （8）

+* +（!!
* - #!

* ）
*9!，* + .，*，!， （1）

其中下标 * + .，*，! 分别代表响应系统和两个驱动

系统 )平均转数为振子相速度的长时间平均：

#* + &:;
,"<

*
,#

,

.

-"*（ .）= . ) （0）

当平均频率间有关系#. +#* 或#. +#! 时，则两

个驱动信号之一与响应系统间建立相同步关系 )
上述轨道投影法定义相位的办法的前提条件是

混沌系统的吸引子必须是很好的单心旋转结构 ) 但

对于 #$%%&’( 振子，随着参数的不同，它不可能总是

保持着单心结构 ) 研究表明，当参数 % 超过临界值

%5 的话，系统的轨道就不会保持围绕一个单心的旋

转特性，而出现局域转小圈的现象 ) 例如，当$ +
.">? 时，%5 + ."*?0；当$ + *".! 时，%5 + ."*>1 ) % @
%5 时，吸引子的形状变成了类似于漏斗状 ) 随着系

统参数 % 的增大，吸引子变形的就越严重，即局域

转小圈的现象会不断增加 ) 除了这种参数变化能使

系统的旋转特性发生变化外，如果混沌系统受到外

力的驱动，吸引子的这种相干结构也会受到破坏，在

原来的旋转单心外出现许多小的转动 ) 此时用轨道

投影法定义的相位会丢失系统的许多信息，不能准

确反映系统相位之间的关系 ) 因此我们需要引入其

他的相位定义办法 )我们可以采用最近提出的时间

导数空间（!·，#·）投影的方法［?，>］来定义相位，这样的

投影能够使在原来相空间中变形的吸引子又恢复到

很好的单心旋转结构 ) 对 #$%%&’( 系统，在时间导数

空间中相位的表达式为

"* + 4(5647
#·*

!·*

，* + .，*，!， （A）

有了系统相位，平均频率可按照（0）式计算出来 ) 当

!，# 平面有好的单心结构时，两种不同相位定义方

法可得到相同的平均结果在本文中对相位的研究我

们都采用此定义方法 )
通过选择参数 ) 9!的不同比值来讨论响应系统

的相位动力学 )分别固定 ) + ."?!，."1!，."*!，. )
首先，我们可以通过频闪图的方法来辅助考察系统

间是 否 建 立 了 相 同 步 的 关 系，在 图 *（4）中，) +
."?!，!+ .".A，灰色背景为驱动系统 ! 的混沌吸引

子 )响应系统的频闪轨迹主要集中在吸引子上的某

个区域，说明驱动系统 ! 和响应系统间建立了相同

步的关系 )在（B）中，参数的选择等同于（4），灰色背

景为驱动系统 * 的混沌吸引子在 ! , # 平面上的投

影，频闪图在整个吸引子上的分布表示系统 * 和响

应系统间没有达到相同步 ) 在（5）和（=）中也可以得

到类似的结果，（5），（=）中 ) + ."*!，!+ .".A )
为了详细的研究在一定的耦合强度!范围内，

耦合混沌系统间的相同步行为，对于每一个不同的

比值，在图 ! 我们作出!#C!的关系图，这里!#*

+ #* ,#. （ * + *，!）表示两个不同的驱动信号与

响应系统间的平均频率差 )当!# + . 时，系统间建

立了相同步的关系 )人们通常会发现，哪个驱动信号

的耦合强度大，应该是首先和响应系统间达到相同

步 )在图 !（4）中，我们固定$. + *".，!$ + .".2，当 )
+ ."?!时，可以发现，随着耦合强度的增大，响应系

统和和驱动系统 ! 首先建立相同步关系，它们平均
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频率的差值降为零 !这很容易解释，因为响应系统和

驱动系统 " 间的耦合强度远比它和驱动系统 # 间的

耦合强度大 ! 现在我们逐渐的减小 ! $!的比率，当

! $!一直降低到 ! % &’(!时，在图 "（)）中，我们观察

到一个有意思的现象，此时驱动系统 " 和响应系统

间的耦合强度仍然大于驱动系统 #，但是相同步却

在!% &’&(*处率先在驱动系统 # 和响应系统间建立

起来 !也就是说，系统间强的耦合强度并不总能使系

统间达到相同步，相反弱耦合有时能对相同步起到

至关重要的作用，这个结论超出了我们原先的预计 !

图 # （+）—（,）为研究响应系统的频闪图（（+），（)）中 ! % &’*!，!% &’&-，（.），（,）中 ! % &’#!，!% &’&-，（+），（,）与（)），（.）分别以驱动系统 "
和驱动系统 # 的周期为频闪频率（灰色的背景）!响应系统在（+），（.）中的局域分布表明响应系统分别与驱动系统 " 和驱动系统 # 间建立了

相同步关系；在（)），（,）中的整个吸引子上的分布，说明响应系统和两个驱动系统间都没有达到相同步）

图 " 对于不同的 !$!比率，!"" 随耦合强度!的变化关系（!"" % "" /"& （ " % #，"），#& % #’&，!# % &’&0，##，" %#&!!#） （+）!$!%

&’*，（)）!$!% &’(，（.）!$!% &’#，（,）!$!% &（（+）中，相同步首先在响应系统和高频驱动系统（黑线）间建立起来（!"" % &）!（)）—（.）中，响应系

统和低频驱动系统（灰线）间先达到相同步（!"# % &））

在频闪图 #（.）中的有限区域内分布和在图 # （,）中的杂乱分布，分别说明了驱动系统和响应系统
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间建立与没有建立相同步关系 ! 为了解释这种不对

称性，在图 " 中，我们作出了在 ! #!$!平面上系统相

同步的相图 !我们固定 ! #!的比值在 % & 和 & 之间变

化，并且扩散耦合强度在（’，&］范围内 ! 图中实线和

虚线分别对应于驱动系统 (、驱动系统 & 与响应系

统间相同步的临界线，用 "，# 作系统 &，( 与驱动系

统的相同步区域 !为了方便对现象的观察，我们作出

了 ! #!) ’ 的线，这相当于系统间是对称耦合的情

形 !从相图中可以很清楚地看出，响应系统对驱动系

统 & 和驱动系统 ( 的响应是不对称的 !在图 " 中，当

耦合强度!在 ’*’+, 到 ’*&&+ 范围内变化，并且 ! #!
的比率不是很大时，我们可以发现驱动系统 & 的相

同步临界曲线存在一个尖峰，这个尖峰与 ! #!) ’ 线

所包围的区域正好反映了驱动系统 & 和响应系统提

前于驱动系统 ( 和响应系统间达到相同步的区域 !
因此，在图 ( 中发生的反常现象主要就是因为响应

系统对驱动系统 & 和 驱 动 系 统 ( 的 响 应 是 不 对

称的 !

图 " 在 !#!$!平面上的相同步临界线（"，# 标志的区域为相同

步区域 !参数选择在点临界线下面，表示响应系统和驱动系统 &
（低频系统）间建立相同步关系；而如果参数落在实临界线以上，

代表响应系统和驱动系统 (（高频系统）间发生锁频）

下面我们来分析上述同步区域不对称的机理 !
当驱动系统 ( 的耦合强度大于或者等于驱动系统 &
时，为什么相同步没有首先出现在响应系统和驱动

系统 (（高频系统）之间，而是在响应系统和驱动系

统 &（低频系统）之间先建立起来？我们分两步来讨

论，若只考虑相位效应，假设两个不同自然频率的极

限环，其中一个去驱动另外一个系统 !最简单的驱动

响应动力学方程可以写成

$"- )#-，

$". )#. / !012（"- %".），
（3）

通过引入$ )（". %"-），方程组（3）式可以转化为

$$ )（#. %#-）% !012$， （4）

锁相的解要求 $$ ) $". % $"- ) ’ !当 ! 5 !6 ) 7#. %#- 7
时，响应极限环与驱动系统锁相 !这意味着只要!%
) 7#. %#- 7被固定，不管自然频率间是#. 8#- 还

是#. 5#-，锁相临界值 !6 应该是相同的 !因此出现

锁相的区域对#. %#- 是对称的 !
当系统间耦合强度超过一个临界值时，响应系

统就会与驱动系统 & 之间建立相同步的关系 ! 这个

行为可以在图 (（6）中清楚的观察到，此时 ! ) ’*&!!
图中的平台表示响应和驱动系统间的平均频率差为

零，!%& ) ’，即响应系统和驱动系统 & 之间建立了

锁频的关系，达到了相同步 !类似的同步平台也可以

在图 (（-）中观察得到，此时驱动和响应系统间是对

称的耦合，即 ! ) ’!
事实上，对于（3）式描述的耦合极限环系统，由

于仅 仅 由 相 位 动 力 学 来 描 述，因 此 同 步 区 域 与

#. %#-的正负无关，同步区域是对称的 !由此可知，

上述不对称同步的根本原因在于振幅对相位动力学

的影响 !因此继续研究一个考虑了振幅效应的简单

的极限环系统，其具体的动力学为

%·) %［& / 1（# / &）%（& / 1&）%%—］， （&’）

%—为 % 的共轭 !把此方程变换到极坐标中 % ) !91"为

!·) !［& % !(］，

$" )# / &（& % !(）!
（&&）

这里#为极限环系统的自然频率，& 是振子的非等

时效应，它描述了振子频率对振幅的依赖性 !
我们 考 虑 ’ 个 相 互 耦 合 的 振 子，耦 合 项 为

（!#’）!
’

(，) ) &
（ %) % %( ），(" )，在极坐标中的形式为

!·( ) !(（& % !(( ）

/!’!
’

) ) &
［6:0"(（ !) 6:0") % !( 6:0"( ）

/ 012"(（ !) 012") % !( 012"( ）］， （&(）

$"( )#( / &(（& % !(( ）

/!’
&
!(!

’

) ) &
［6:0"(（ !) 012") % !( 012"( ）

/ 012"(（ !) 6:0") % !( 6:0"( ）］! （&"）

假设我们选择的是参数失配较小的振子，则每个振

子径向上耦合作用带来的扰动差不多，此时我们可

以认为 !)# !( !所以上面两方程可以简化为

;’3" 物 理 学 报 ,; 卷



!·" ! !"（" # !$" ）% !"!#!
#

$ ! "
（&’(""$ # "），（")）

%#" !$" % &"（" # !$" ）%!#!
#

$ ! "
(*+""$ , （"-）

其中""$ !#$ ##" ,当径向变量 !" 随时间演化到定态

时，!·" ! .，可以得到 " # !$" !!# !
#

$ ! "
&’(""$ # "，将其代

入（"-）式，我们可以得到考虑振幅效应时的相位

方程

%#" ! $" %!#!
#

$ ! "
［(*+""$ % &"（" # &’(""$ ）］,（"/）

考虑 # ! $ 的情况，则相位差方程为

"
·
! !$ #!［$(*+" %!&（&’(" # "）］，（"0）

其中!$ !$$ #$"，!& ! &$ # &"，" !#$ ##" , 通过

（"0）式可以解出"，再通过角速度 %"的平均值我们

可以求出系统间的平均频率差!% !〈 %"〉的具体解

析式

!%（!）! !’$ % $!!$!& # )!" $ , （"1）

当!& ! . 时（两振子具有相同的振幅效应），我们可

以从图 ) 中发现 23+’45 舌头是关于!$ ! . 对称的

（虚线所示）；当两个振子振幅效应不相同时，它们就

存在不同的 &，即!&#.，从图 ) 中可以看出 23+’45
舌头已经失去了对称的结构 , 这反映了不同振幅响

应的系统对不同频率响应是非对称的，这就是上面

看到的同步区域不对称的机理 ,

图 ) 系统间自然频率差!$与耦合强度!的关系（!& ! . 时，曲

线关于!$! . 对称；!& 6 . 时，曲线关于!$! . 不对称）

对于我们讨论的混沌系统，为了更好的说明这

个问题，利用上面的思路，在图 - 中，我们分别作出

了相同步的临界线 (" 和 ($，(" 为响应系统单独受

低频（$" 7$.）驱动系统 " 作用时的相同步临界线；

($ 是响应系统只有高频（$$ 6$.）驱动系统 $ 驱动

图 - 在!8!$平面上的相同步临界线（ (" 为响应系统单独受

低频驱动系统 " 作用时的相同步临界线；($ 是响应系统只受高

频驱动系统 $ 驱动时相同步的临界线图 , 两条对称的点线是为

了与相同步临界线进行比较）

时相同步的临界线 ,图中横坐标代表的是响应系统

和两个驱动系统间自然频率的失配，!$ !$" #$.（ "
! "，$），纵坐标表示系统间的耦合强度!，临界线以

上为相同步区域 , 从图中可以发现，相对于对称的

23+’45 舌头（对应于周期振子的锁相区域）来说，图

中的“舌头”发生了一些变形 ,向 (" 方向作了转动，

响应系统和驱动系统 " 间更容易建立相同步关系，

这与图 ) 的行为是完全一致的 , 正是由于响应系统

的这种不对称的响应，使的双频驱动的混沌振子产

生了 丰 富 的 相 同 步 和 复 杂 的 相 互 竞 争 的 动 力 学

行为 ,
上面已经讨论了双频驱动系统的反常相同步问

题以及产生的原因 ,下面我们集中研究一下非相同

步区域的动力学 ,我们选择 ! ! .9"!，主要讨论响应

系统和两个驱动系统间的相位差，!#" ! #" ##. （ "
! "，$）,在图 /（:）—（5）中，分别作出了耦合强度!
! .9.)-，.9".-，.9"$，.9;（非相同步区域）时相位

差随时间的演化关系 ,可以很清楚的发现，响应系统

和两个驱动系统间是交替锁相的 ,图 /（&）中，在 "9;
< ".- 7 ) 7 $90 < ".- 范围内，!#" 近似为常数，!#$

则随时间增长 , 在 =9) < ".- 7 ) 7 =9/ < ".- 范围内，

同样可以找到!#$ 近似不变，而!#" 随时间变化 ,
从图 $（&）中可以看到，系统存在两个相同步临界

点，!&" ! .9.)0，!&$ ! .9"." ,随着响应系统和驱动系

统 $ 间的耦合强度的增大，响应系统和驱动系统 "
间相同步逐渐失稳并又会与驱动系统 $ 间建立相同

步关系 ,我们研究系统在两个临界点附近的行为，分

别取耦合强度!! .9.)- 和!! .9"." ,从图 /（:），（>）
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图 ! 在非相同步区域响应系统和两个驱动系统间的相位差的演化情况，!!! " !! #!$ （ ! " %，&），"’"" $(% （)）""

$($*+，（,）"" $(%$+，（-）"" $($%&，（.）"" $(/（可以发现在响应系统和两个驱动系统间出现交替锁相平台的现象）

中可以发现，响应系统和驱动系统 %（低频系统）间

有一个很大的锁相平台，并且两个相邻的锁相平台

间有一个短促的相移 0也就是说，在绝大多数时间里

锁相是发生在响应系统和驱动系统 % 之间 0 随着耦

合强度的增大，响应系统和驱动系统 & 之间的锁相

平台会越来越大 0在图 !（.）中，取"" $(/（"相对较

大但小于临界值"-1），可以很清楚地看到在响应系

统和驱动系统 &（高频系统）间有一个很大的锁相平

台 0我们还讨论了小参数失配的情况 0 取!# " $($%
（#% " $(//，#& " %($%），我们发现系统的相同步交

替行为与上面的结果是相似的，即相同步区域与耦

合强度大小存在不对称性 0

1 ( 双频驱动混沌振子的广义同步

接下来我们考虑有关广义同步的问题 0 若在同

样的驱动下，三个系统间的广义同步和系统间耦合

强度会是什么关系？特别地，一个系统受到两个子

系统的驱动时，系统会先与哪一个子系统发生广义

同步？对于这个问题，最重要的是如何判断广义同

步 0在这里，利用响应系统最大条件李雅普诺夫指数

小于零的方法只能判断响应系统和两个驱动系统间

建立了广义同步的关系，而不能详细的确定出响应

系统和各个驱动系统间的同步情况 0 利用辅助系统

的方法同样也只能确定三个系统间整体的广义同步

情况 0实际上我们可以借助 234 等在 %//5 年提出的

条件熵的办法［%$］0 此方法的主要思想如下，首先从

系统的吸引子上可以确定一个所有混沌轨道都穿过

它的平面，这个平面往往包含一个不稳定的不动点 0
把这个平面作为彭加莱截面（具体的介绍见文献

［%%］）0我们可以利用这个截面和求定的符号序列

#! 来代表系统的时间序列，并且这个截面能使系统

的熵达到最大值 0 #! 的值通过下面的规则确定：当

时间序列在此截面之上时 #! " %，而在截面下方时

#! " $，然后再把得到的长符号序列分割成等长（ $

" +）部分，并把每个等长的短符号序列记成一个唯

一的整数［%&，%1］

% " !
$

! " %
&$# !#! ， （%/）

这个序列 % 在粗粒化意义上可以象征动力学系统的

相空间，所以时间序列 &!（ ’），(!（ ’）用 %&（ ’）和

%(（’）代替 0如果时间序列 &!（’），(!（ ’）间没有建立

任何关系，则 %&（ ’），%(（ ’）的演化是不关联的 0 相

反，如果 &!（’），(!（’）间建立了广义同步关系，则可

以在 %&（’），%(（ ’）间发现一些联系 0 这种相关性可

以通过对时间的平移破坏掉：%&（ ’），%(（ ’ 6 ’$ ），条

件熵的具体定义为［%*］
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图 ! 不同的耦合强度下，两驱动信号与响应系统间条件熵和时间平移的关系（自然频率!" # $%"，!$ # "%&&，!’

# $%"$，!( 表示截面所在的位置，" # "%)"*（+），（,）耦合强度"# "%"$；（(），（-）耦合强度"# "%’；（.），（/）耦合强度

"# "%0 *在（(），（.）中条件熵存在最小值，表示高频系统和响应系统间建立了广义同步关系）

#（$ 1 !）# 2 $
%&!&!

$
’!&$ 1 &!

(（ &$（) 3 )"）1 &!（)））

4 56(（ &$（) 3 )"）1 &!（)））， （’"）

这里 (（ &$ 1 &!）表示变量 $* 占据 &$ 态且变量 !+ 占据

&! 态的条件概率 * %& 为不同 &! 序列的总数，!
&$ 1 &!

是在

&! 态固定的情况下对所有可能 &$ 态的求和 *
我们下面仍讨论两个混沌 78995.: 信号去驱动

另外一个 78995.: 系统时的广义同步行为（见（$）和

（’）式），不同的是系统间耦合作用在响应系统的 !
变量上 *为了确定系统达到广义同步时各驱动信号

与响应系统的耦合强度的大小，我们先作出响应系

统的最大条件李雅普诺夫指数作为参考 * 图 ; 为响

应系统在两个混沌驱动信号作用下的最大条件李雅

普诺夫指数 *从图中可以看出，在"# "%";) 时，最大

条件李雅普诺夫指数小于零，响应系统和驱动系统

建立广义同步关系，下面我们集中讨论在此临界耦

图 ; 两个不同的驱动信号作用下，" # "%)"时，响应系统的条

件李雅普诺夫指数#随耦合强度"的变化关系（在"# "%";) 处，

#< "）

合强度前后，两个驱动信号和响应系统的关系 *
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图 ! 不同的耦合强度下，两驱动信号与响应系统间条件熵和时间平移的关系（自然频率!" # $%"，!$ # "%!!，!&

# $%"$，!’ 表示截面所在的位置，" # ( "%)"*（+），（,）耦合强度"# "%"$，（’），（-）耦合强度"# "%&，（.），（/）耦合强

度"# "%0 *在（-），（/）中条件熵存在最小值，表示低频系统和响应系统间建立了广义同步关系）

我们首先研究一下高频驱动系统与响应系统耦

合强度较大时的情况 *我们以 ! 变量的时间序列作

为研究对象 * 取 " # "%)"，在图 1（+）—（ /）中是条件

熵和时间平移 #" 的关系 * 在（+），（,）中耦合强度为

"# "%"$（小于广义同步的临界值），可以看到条件熵

的变化并没有很明显极小值出现，这表明在响应系

统和两个驱动系统间都没有建立广义同步的关系 *
在（’），（-）中，我们增大耦合强度到"# "%&，在（’）

中可以发现条件熵在 #" # 2 处出现最小值，表明高

频系统和响应系统达到了广义同步 * 在（-）中，条件

熵反映的是低频系统和响应系统间的关系，曲线一

直在上下波动，没有明显的极小值，所以低频响应系

统与驱动系统间仍然没有建立广义同步的关系 * 我

们进一步增大耦合强度，来看三系统间是否仍然保

持这样的关系 *为此我们作出了"# "%0 时条件熵和

时间平移之间的关系 *在（.）中，类似于（’），我们发

现条件熵最小值的出现，表明高频系统和响应系统

间仍然具有广义同步的关系 *（ /）中，我们同样没有

发现条件熵在某个 #" 处出现最小值，说明低频系统

和响应系统间没有达到广义相同步 *
我们再讨论低频驱动系统耦合强度较大的情

况，取 " # ( "%)"* 图 !（+）—（ /）中我们计算了不同

耦合强度下系统间的条件熵和时间平移 #" 之间的

关系图 *在（+），（,）中，耦合强度小于系统广义同步

的临界耦合强度，所以在两幅图中条件熵都没有明

显的最小值，说明任何两系统间都没有建立广义同

步的关系 *增大耦合强度至"# "%&，与图 1（,），（’）

相反，由于此时低频系统的耦合强度远大于高频系

统的耦合强度，所以广义同步先在低频和响应系统

间建立起来 *我们可以在图 !（-）中发现条件熵的最

小值，而在图 !（’）中条件熵却一直在上下波动且找

不到明显的极小值 * 继续增大耦合强度到"# "%0，
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可发现在图 !（!）中条件熵有最小值，虽然最小值的

大小没有什么变化，但与其周围的值比较起来，图 "
（!）中比图（#）中条件熵的最小值更加明显 $ 说明在

大的耦合强度下，低频系统和响应系统间的广义同

步关系更加稳固 $ 我们同时也研究了 " % &’(!，" %
&’)!，" % * &’)!和 " % * &’(!等情况，结论跟我们

上面详细说明的两个情况差不多，总体上来说，哪个

系统的驱动强度大一些，哪个系统就先和响应系统

间建立广义同步的关系 $我们同时也研究了两个不

同混沌 +,--./0 信号驱动洛伦兹振子的情况，也得到

了类似的结果 $

1 ’ 结论和讨论

本文中研究了双频驱动混沌系统的相同步和广

义同步问题 $当两个混沌信号通过相互竞争与响应

系统间建立相同步的关系时，即使高频驱动系统与

驱动系统的耦合强度大于低频驱动系统与驱动系统

的耦合强度，相同步的关系也会首先在低频驱动系

统和响应系统间建立起来 $这种现象的出现可以归

结为响应系统对高频驱动系统和低频驱动系统的不

对称响应 $我们发现响应系统和低频驱动系统间达

到相同步所需的临界耦合强度小于它和高频驱动系

统间建立相同步时的耦合强度 $在相同步临界点附

近随着耦合强度的增大，响应系统和一个驱动信号

间的相同步渐渐失稳并逐渐过渡到与另外一个驱动

信号建立相同步 $在非相同步区域系统出现了交替

锁相的现象 $我们还讨论了双频驱动下系统的广义

同步现象 $我们借助条件熵作为广义同步建立的判

据，发现那个驱动信号与响应系统间的耦合强度大，

一般的就会与响应系统间先建立起广义同步的关

系 $这种关系与我们的直觉图像是一致的，但与前面

出现的相同步的反常行为不一致 $
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