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基于实稳定方法的基本思想，在坐标空间求解了一维势阱和三维球对称势阱中的单粒子共振态，得到的共振

能量、宽度和波函数等与散射相移法以及耦合常数的解析延拓方法的结果一致 )
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! G 引 言

连续态和共振态是量子物理研究领域的重要课

题 )近年来，连续谱对量子体系性质的影响受到越来
越多的重视 )例如，在原子核物理中，放射性核束实
验装置的建造和相关探测技术的发展，使得研究具

有极端中子质子数比的奇特原子核成为可能［!］；连

续谱区的共振态对这些奇特核的性质有重要的影

响［"—.］)
研究共振态的理论方法主要有两类 )一类方法

基于传统的散射理论，如 ! 矩阵理论［*］、" 矩阵理
论［(］、# 矩阵理论［’］等 )另一类为类束缚态处理方
法 )相对于连续态和共振态，束缚态比较容易求解，
有很多成熟的方法可以有效地处理束缚态问题 )因
此，如果能基于束缚态的处理方法来研究共振态，则

共振态问题就可以得到简化 )基于这一思想，人们发
展了许多类束缚态处理方法 )例如实稳定方法（HI9;
<C9J:;:>9C:@F 8IC?@K，L5M）［&—!!］、复标度方法（E@8D;IN
<E9;:F= 8IC?@K，25M）［!"］、耦合常数的解析延拓方法
（9F9;OC:E E@FC:FA9C:@F :F C?I E@AD;:F= E@F<C9FC 8IC?@K，
P222）［!#—!(］等 )
实稳定方法在不同大小的基空间求解束缚态本

征值问题 )当基空间足够大时，在分立能区，各本征

态的能量不随基空间的大小而变化；在连续谱能区，

大多数本征态的能量随基空间的增大而逐渐降低，

但存在一些本征态，其能量也不随基空间大小而改

变，这些态即对应着共振态 )文献［Q］利用谐振子基
展开方法，通过研究一个一维模型势中的共振态问

题，探讨了谐振子基空间的实稳定方法 )本工作将发
展坐标空间的实稳定方法，并结合原子核的单粒子

共振态，进一步探讨实稳定方法 )
本文首先简要介绍处理共振态的散射相移方法

（<E9CCIH:F= D?9<I <?:RC 8IC?@K，5,5M），P222方法和实
稳定方法的基本思想 )然后利用坐标空间的实稳定
方法计算一维势场中的共振态和球形谐振子势、球

对称 7@@K<459N@F势中的单粒子共振态，并将实稳定
方法的计算结果与 P222方法、散射相移方法的结
果进行比较 )

" G 理论方法与计算细节

本文主要讨论一维势阱和球对称三维势阱中的

单粒子共振态 )为讨论方便，将不考虑粒子的自旋 )
在一维势阱 $（ %）中运动的粒子，其能量 & 和波函
数!（%

[
）满足本征方程
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三维势阱 !（ !）中运动的粒子的 !"#$%&’()*$

[
方程为
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对于中心力场，波函数的角度和径向部分可以分离

变量，"（ !）. 0
$#%（ $）&%"（$，%

[
），径向波函数满足
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"$,
+ %（ % - 0）

$, + ,"
!, !（$ ]）#%（$）. ##%（$）/（1）

!"#" 散射相移法求解共振态

散射相移法［02—,3］通过求解满足散射态边界条

件的 !"#$%&’()*$方程得到给定能量对应的波函数及
相移 /一维势和三维中心势下散射态边条件分别为

"（’）. 4’(（(’ -&）， ’ ! 5， （6）

#%（ $）.
0
( 4’( ($ + %#

, -&( )% ， $ ! 5 / （7）

在一个孤立的共振态附近，相移与能量满足

&（#）.&89:（#）- :;(+0 ’<,
# + #( )

(
， （=）

其中，#(和’是共振态能量和宽度，&89:（#）是势散
射对相移贡献 /&89:（#）随能量的变化缓慢，因此通
常写为能量 # 的低阶多项式 /利用求得的相移和能
量去拟合式（=）就可以确定 #(和’ /

!"!" 耦合常数解析延拓方法求解共振态

>??? 方 法 的 基 本 思 想［01］是 在 体 系 的
@;A’B:9(’;(中，通过增强吸引势，将非束缚态变为束
缚态进行求解，再利用能量或动量与耦合常数的解

析关系，将非束缚态作为束缚态的解析延拓来处理 /
例如，在（1）式的 !（ $）中引入耦合常数)：!（ $）!
)!（ $）/从). 0开始增大)，非束缚态将会降低；当

)大于某一阈值)3 时，该态开始变为束缚态（#（)3）

. 3）/)3 称为分支点 /

在分支点附近，波数 ( . ," "# <!可以表示为

)的函数，近似地有

(（)）C
’ ) +)" 3，% D 3，

’（) +)3），% .{ 3 /
（2）

利用下面的关系式（E;&F逼近）将波数 ( 在复平面
上解析延拓，

(（’）#(［)，*］（’）

. ’
+3 - +0 ’ - +, ’, - ⋯ - +)’)

0 - ,0 ’ - ,, ’, - ⋯ - ,*’*
，（G）

其中

’ . ) +)" 3，% D 3，
（) +)3），% . 3{

，
（H）

其中 E;&F 多项式的系数 +3，+0，+,，⋯，+)，,0，,,，

⋯，,* 由 ) - * - 0个数值对｛’-，(（ ’-）｝，- . 0，,，
⋯，) - * - 0，来唯一确定 /) . 0 时的复波数即为
所求的共振态波数，再由关系

!, (,（) . 0）
," . # + ’’,，（#，’$ .），（03）

得到共振能量 # 和宽度’ /

!"$" 实稳定方法求解共振态

如前所述，实稳定方法基于对束缚态问题的处

理来求解共振态问题 /束缚态问题可以通过基展开
的方法进行求解 /在分立能区，各本征态（束缚态）的
能量不会随着基空间的维数而改变；在连续能区，计

算得到的本征态的能量多数会随着基空间的维数增

加而逐渐降低，但仍有一些本征能量随基空间维数

的增加而变化很小，这些态称为实稳定态，它们对应

于共振态 /这些实稳定态的能量与严格的共振能量
相比会有一定的差异，但它们都在共振能区内 /实稳
定态的相移可由下式求得［H］：

:;(& . +%
5

3
*#［# + /（’）］0（’）4’((’&’

%
5

3
*#［# + /（’）］0（’）"94(’&’

，（00）

其中

0（’）! 0，’ ! 5，
0（3）. 3，

& 0
&’ ’ . 3

. 3 / （0,）

求得这些实稳定态的相移值之后，再拟合式（=）得
到共振参数 /拟合时，本文假设&89:随能量 # 线性
变化 /
束缚态问题也可以在坐标空间（离散的空间格

点上）求解 /对于一维问题，坐标空间取为 + 1A;I& ’

&1A;I；对于三维中心势，径向坐标空间取为 3& $&
1A;I /通过改变坐标空间的大小，可以得到本征能量
随 1A;I的变化关系 /与基于基展开的实稳定方法类
似，在连续能区，也存在一些实稳定态，这些态的相

移采用（00）式计算，其中，"# 为坐标空间求解得到

的波函数，考虑到 1A;I到无穷大的积分对相移的贡

献很小，可以忽略，积分区间取为 3到 1A;I /得到共
振区能量和相移后，拟合式（=）得到共振参数 /文献
［H］采用基展开的实稳定方法求解了一维势阱中的
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共振态，并与散射相移方法的计算结果作了比较，两

种方法的计算结果符合很好 !本文将主要讨论坐标
空间的实稳定方法，并用此方法计算一维势和三维

球形势中的共振态（以下将基展开的实稳定方法和

坐标空间的实稳定方法分别标记为 "#$%& 和

"#$" !）

’( 结果与讨论

本节首先给出一维势、球形谐振子势的计算结

果，并分别与文献［)］及严格解作比较；然后以
*++,-.#/0+1 势为例，计算原子核中的单粒子共振
态，并与散射相移方法和 2333方法的结果比较 !

!"#" 一维势阱

为与文献［)］的结果作比较，本文所取的一维势
场与该文献一致，形式如下：

!（"）4 5
6 "6，" ! 7，

!（"）4 5
6 "6 897(66:"

6
，" " 7 ! （5’）

显然，在这个势场中不存在束缚态，只有连续谱 !
"#$" 方法计算得到的势场中最低几条能级随 #;/0

变化关系如下图 5 所示 !可以看出存在一个不随
#;/0的增加而改变的“稳定的”本征能量（$#7(<<）!
根据前面的讨论可以知道，这个“稳定的”本征能量

就是共振能量 !如前所述，"#$" 计算得到的一系列

本征能量与共振能量非常接近，而这一系列本征能

量即可视作为共振区的能量 !共振区本征能量所对
应的相移可由（55）式求得［)］，共振参数由拟合式（=）
得到 !

图 5 一维势（5’）中，几条较低的本征能量随 #;/0的变化关系

表 5 不同方法计算得到的一维势（5’）中的共振参数

#>#$［)］ "#$%&［)］ "#$"

$! 7(<<5’’’ 7(<<5’6= 7(<<5’=’

" 7(77?))= 7(77)7’6 7(77)5?5

"#$%&与散射相移法计算势场（5’）中的共振态
的结果已经在文献［)］中给出，本文给出了 "#$" 的

计算结果 !如表 5所示，对于一维势，"#$" 的计算结

果与散射相移法及 "#$%&的计算结果是一致的 !计
算得到的共振态波函数也一并给出，如图 6所示 !

图 6 一维势（5’）中的共振能量和共振态波函数

!"$" 球形谐振子势

球谐振子势数学表示式为

! 4 !7 @ 5
6 %#6 &6 ! （5<）

为与文献［5=］比较，取 !7 4 9 =7 $8A，%#6 B6 4 6(:
$8ABC;6 !图 ’给出了谐振子势中求解 #DEFG,H1I8F方
程得到的几条较低的单粒子能级，图中 !8CC 4 !（ &）

@ ’（ ’ @ 5）B &6 !表 6给出了用 "#$" 计算得到的单粒

子态能量及相应的相移，可以看出能量和相移都是

不随坐标空间的大小而改变的 !利用这组数据拟合
得到的“共振参数”为 $! 4 <(?J $8A，" 4 7(7 $8A!
这个结果符合谐振子势下所有态都是束缚态这一事

实，与文献［5=］的计算结果（能量和宽度分别为
<(? $8A，7(7 $8A）及严格解（能量和宽度分别为
<(?J $8A，7(7 $8A）也是一致的 !

!"!" 球形%&&’()*+,&-势

基于原子核的独立粒子模型，核中的每个核子

可以看作是在一个平均场中运动 !对于球形原子核，
这个平均场是一个有心场 !最简单的有心场是球方

5<?’J期 张 力等：单粒子共振态的实稳定方法研究



图 ! 球谐振子势（"#）中的几条较低的单粒子能级

势和谐振子势，理论研究及与实验的比较表明，更实

际的势场是 $%%&’()*+%,势 -下面用 .)/. 具体计算

$%%&’()*+%, 势场中的共振态，并与散射相移法和
0111方法的计算结果比较 -

表 2 球谐振子势（"#）中，!3*+取不同值时

.)/. 计算得到的 "4态的能量和相移

!3*+ 543 "6 "7 "8 29

"5/:; #<76 #<76 #<76 #<76

! 9<8#= 9<8#= 9<8#= 9<8#=

图 # $%%&’()*+%,势（">）中的束缚态能级以及利用 .)/. 得到

的共振态 "4能级

$%%&’()*+%,势数学表示式为
# ? #9［" @ :（ $A %）5&］A"， （">）

式中 #9，%，& 是参量 - 这里参数取为 #9 ?
A => /:;，% ? !<98 43，& ? 9<= 43-对 $%%&’()*+%,
势，在无穷远处，散射态波函数的渐近形式是球面

波，相移由下式计算：

B*, !’ A
’!( )2

? A!
!3*+

9
"’［" A (（ $）］)（ $）’C,*$& $

!
!3*+

9
"’［" A (（ $）］)（ $）D%’*$& $

，（"=）

其中，)（ $）的形式与（"2）式一致 -

图 > $%%&’()*+%,势（">）中，E态本征能量随坐标空间大小的变

化关系

图 = $%%&’()*+%,势（">）中，4态本征能量随坐标空间大小的变

化关系

利用束缚态边界条件，求解径向 )DFGH&C,I:G方
程，得到体系的本征能量 -轨道量子数 ’ ? "，2时，系
统本征能量随 !3*+增大而持续降低 -图 # 给出了

$%%&’()*+%,势中的几条较低的单粒子能级 -图 >给
出了轨道量子数 ’ ? "时，系统本征能量随 !3*+的变

化规律；’ ? 2时，存在类似的关系 -根据前面的讨论
可知，轨道量子数取这些值时，系统不存在“稳定的”

本征能量，势场（">）中不存在共振态 -当轨道量子数
’ ? !时，由图 =可以看出，随着 !3*+的增大，计算得

到的本征能量存在一个“稳定的”平台 -由前面的讨
论可知，势场（">）中存在 4共振态 -该态的共振态波
函数和共振参数分别在图 6和表 !中给出 -
表 !还给出了散射相移方法和 0111方法［"=］计
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算的势（!"）中的 #共振态的能量和宽度 $从表 % 可
以看出，实稳定方法计算得到的 &’’()*+,-’.势中的
共振能量和共振宽度与散射相移方法和 /000方法
的结果是一致的 $

图 1 实稳定方法计算得到的球形 &’’()*+,-’.势（!"）中的 #共

振态波函数

表 % 实稳定方法、散射相移法以及 /000方法［!2］计算得到
的 &’’()*+,-’.势（!"）的共振能量和共振宽度

+3+4 5+45 /000

!!6478 "9:; "91< "9:

"6478 !9== !9=2 !9%

下面，讨论一下实稳定方法关于相移的计算 $由
于离心势垒衰减比较慢，">,-的选取对相移的计算

结果影响较大 $图 : 给出了 ">,-取不同值时，利用

（!!）式得到的相移与散射相移法结果的比较 $从图
中可以看出，随着 ">,-的增大，5+45 相移越来越接

近散射相移法计算的结果 $对本文所给势场（!"），
">,-!"?? #>时，5+45 相移才与#7-,渐趋一致 $这将
增大实际工作的计算量，因此需要寻求更有效的途

径来求解相移 $

= 9 结论与展望

本文基于实稳定方法的基本思想，在坐标空间

图 : 5+45 给出的相移（虚线）随 ">,-的变化，#7-,是散射相移

法计算的相移（实线）

求解了一维势阱和三维球对称势阱中的单粒子共振

态 $在不同大小的坐标空间，利用束缚态边界条件求
解本征态问题；然后，基于共振态的类束缚态性质

（在连续谱能区，本征能量不随坐标空间大小而变化

的态对应着共振态）来确定共振能区 $在共振能区，
各态的相移可以由相应的本征波函数计算得到；能

量和相移满足一定的关系 $利用该关系，拟合本征能
量和相移得到共振态的能量和宽度 $利用实稳定方
法，求解了一维势阱和三维球对称势阱中的共振态，

得到的共振能量、宽度和波函数等与散射相移法以

及耦合常数的解析延拓方法的结果一致 $
共振态对具有极端中子质子数比的奇特原子核

性质有重要的影响 $原子核的相对论平均场（54@）
模型在稳定核和奇特核研究中已经得到广泛的应

用［=，;!—;%］，成功地解决了核结构中的许多问题 $因
此，发展基于 54@模型的 5+45 方法将成为研究原

子核，尤其是奇特原子核的单粒子共振态的一种有

效的方法 $

作者之一（张力）感谢与吕洪凤博士、耿立升博士以及李

志攀的有益讨论 $
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