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利用改进的状态 )*++,-* 方程法，实现了统一混沌系统的状态同步控制 .具有给定稳定度的状态调节器改善了

系统同步过程的动态性能 .理论推导和仿真实验均说明误差系统是渐近稳定的，与传统状态 )*++,-* 方程法的对比

仿真实验表明，系统同步的动态性能得到了改善 .
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!国家自然科学基金（批准号：&#/’%#0"）资助的课题 .

! 1 引 言

"##" 年，吕金虎、陈关荣［!，"］提出了一个新的混

沌系统———统一混沌系统，这一系统连接了 234567
吸引子和 8956 吸引子 .统一混沌系统填补了两个对

偶混沌系统 234567 系统［(］和 8956 系统［%］连接上的

空白［!，"］.对于统一混沌系统动力学行为和控制方法

的研究，不仅有利于理解 234567 系统、8956 系统和

2: 系统的本质特性，而且对于一般的三维二次自治

系统的混沌生成、混沌控制和同步都有着十分重要

的理论意义 .统一混沌系统的同步控制是近几年混

沌同步控制研究中的一个热点问题 .研究者采用反

馈同步法［/—’］、耦合同步法［0—!#］、广义同步法［!!］、自

适应同步法［!"］等实现了统一混沌系统的同步控制 .
在混沌同步控制方法研究中，有些方法设计的

控制器过于复杂，以致实际工程中难以实现 .长期的

控制理论研究发现，线性二次型问题的最优解具有

统一的解析表达式，且可获得一个简单的状态线性

反馈控制律，便于计算和实现闭环反馈控制，因此引

起了控制工程界的极大关注，成为最优控制理论及

应用中最成熟的部分［!(—!&］.线性二次型最优控制的

基本内容可以分为：最优状态调节、最优输出调节和

最优跟踪 .最优输出调节和最优跟踪问题都可以化

为最优状态调节问题 .对于最优状态调节器问题，通

过 求 解 状 态 )*++,-* 方 程（ ;-,-5<=5>56=56- )*++,-*

5?@,-*36，简记为 AB)C）来判断最优解的存在性 . 在

最新的研究中，AB)C 方法已经开始应用于非线性

系统的控制中［!(—!&］.
本文从实际工程观点出发，希望最优调节系统

的特征值位于复平面的一定区域内（例如在 ! 平面

上特征值具有负实部，位于虚轴左侧的那部分区域

内，即 )5 " D E!，!F #）.这样，渐近稳定的最优调节

系统可以具备预定的动态性能 .因此本文提出了改

进的 AB)C 方法，利用具有给定稳定度的状态调节

器，实现了统一混沌系统的状态同步 .理论推导和仿

真实验均说明误差系统是渐近稳定的，与传统 AB)C
方法的对比实验也验证统一混沌系统同步的动态性

能得到了改善 .

" 1 统一混沌系统 AB)C 同步条件的推导

统一混沌系统的数学模型为［!，"］

#·! D（"/" G !#）（#" E #!），

#·" D（"0 E (/"）#! G（"$" E !）#" E #! #(，

#·( D #! #" E（0 G"）#( H(，

（!）

式中"为系统参数，当""［#，!］时系统均为混沌

态 .当""［#，#10］时，统一系统属于广义 234567 系

统；当""［#10，!］时，统一系统属于广义 8956 系

统；"D #10 属于广义 2: 系统 .理论分析和数值实验

表明，相比于 234567 吸引子，8956 吸引子具有类似

但不相同、而且是更为复杂的拓扑结构和动力学性
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质 !统一混沌系统本质上是 "#$%&’ 系统和 ()%& 系统

的凸组合，代表了由中间无穷多个混沌系统组成的

整个族，具有连接 "#$%&’ 系统和 ()%& 系统的重要

作用［*，+］!
当参数!由 , 增加到 * 时，系统（*）由 "#$%&’ 吸

引子穿过临界吸引子然后连续演变到 ()%& 吸引子 !
当! - ,./ 时，统一混沌系统的最大 "0123&#4 指数

"516达到 "0123&#4 指数谱的最高峰，"516 - +.789,: !
;<=> 方法可以方便有效地求取控制律，参数

（!（"），#（"））可以有无穷多组选择，只要保证系统

是逐点稳定即可 ! 在应用 ;<=> 方法实施控制的过

程中，主要任务是求取状态 =?@@1A? 方程的可行解，

使用 B1AC1D 工具箱可以方便地求取解值，求解过程

完全可以在线实时进行 ! ;<=> 控制方法的另一个

优点是：通过调整 $（ "）和 %（ "），可以直接控制系

统性能，并可以使系统表现出不同的被控行为，供实

际需求选择 ! 虽然 ;<=> 方法源于线性系统控制理

论，但是对于非线性系统，并不需要像模糊 E1F1G?H
;3G%&# 方法一样进行线性重构，只需简单地改写为

貌似线性系统的数学形式即可，研究者称其为外观

线性 化（1221$%&A C?&%1$?’1A?#&）［*7，*I］! J101$15 等［*9］用

;<=> 方法实现了 "#$%&’ 系统和 KL&#&HK%C?%M 系统

的同步控制 !
;<=> 方法源于线性系统的控制，设线性定常

系统形式为

&·（ ’）- !&（ ’）N #(（ ’），

&（,）- &,；
（+）

性能指标为

)5?& - *
+!

O [
,

&E（ ’）$&（ ’）N *(E（ ’）(（ ’ ]）P’ !（7）

这里 &（ ’）"%+，(（ ’）"%, 且无约束，矩阵 !，# 为

适当维数的常阵，$ 为适当维数的非负定矩阵，* 为

正常数 !若阵对｛!，#｝完全可控，阵对｛-，!｝完全

可观，- 为任一使 --E - $ 的矩阵，存在唯一最优

控制

(#（ ’）- Q * Q* #E .&（ ’）! （I）

这是下列 =?@@1A? 代数方程的唯一解：

.! N !E . Q * Q* .##E . N $ - ,， （R）

式中 . 为正定对称矩阵 !
考虑如下非线性系统：

&·（ ’）- !（ ’，&（ ’））&（ ’）N #(（ ’），

&（,）- &, !
（9）

可将（9）式中的 !（ ’，&（ ’））简记为 !（&）!
引理 !［*I，*R］ 假设非线性系统（9）中，所有函数

是连续光滑的，矩阵 !（&）也是连续光滑的，同时

阵对｛!（&），#｝在 所 有 时 刻 都 是 逐 点 可 控 的，

｛-，!（&）｝在 所 有 时 刻 都 是 逐 点 可 观 的，则 利 用

（I）和（R）式;<=> 方法控制的系统（9）是局部渐近

稳定的 !
以统一混沌系统（*）作为驱动系统，采用驱动H

响应的同步思路，设计响应系统结构为

/·* -（+R! N *,）（/+ Q /*）N 0*，

/·+ -（+/ Q 7R!）/* N（+8! Q *）/+
Q /* /7 N 0+，

/·7 - /* /+ Q（/ N!）/7 S7 N 07 !

（:）

令误差系统 1 - 2 Q &，于是驱动系统（*）和响应系

统（:）的误差为

3·* -（+R! N *,）（ 3+ Q 3*）N 0*，

3·+ -（+/ Q 7R!）3* N（+8! Q *）3+
Q 3* 37 Q 3* "7 Q "* 37 N 0+，

3·7 - 3* 3+ N 3* "+ N "* 3+
Q（/ N!）37 S7 N 07 !

（/）

对（/）式进行外观线性化处理，得到以下形式：

41 -

3·*

3·+

3·
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于是针对误差系统（!），设计具有给定稳定度!的无

限时间状态调节器问题，其最优性能指标为

!"#$ % &
’!

(

)
*’!"［#+$# , %&+&］- "， （&)）

式中 $ 为适当维数的非负定矩阵，% 为正常数 .
若 ’ 为任一使 ’’+ % $ 的矩阵，阵对｛(（)）,

!*，+｝完全可控，｛’，(（)）,!*｝完全可观，则存在

唯一最优控制

&"（ "）% / % /& ++ ,#（ "）. （&&）

这是下列 0#1123# 代数方程的唯一解：

,（(（)）,!*）,（(（)）+ ,!*）,

/ % /& ,+++ , , $ % )， （&’）

式中 , 为正定对称矩阵 .
取 + %［) & )］+，’ %［) ) &］，令 (&（)）%

(（)）,!*，于是有

［+ (&（)）+ (&（)）’ +］%

) ’4" , &) （’4" , &)）（5" / && , ’!）

& ’!" / & ,! #&（’4" , &)）,（’!" / & ,!）’ / -’&
) -& #’（’4" , &)）,（67" / && , 7!）-&









89

， （&9）

［’+ （’(&（)））+ （’(&（)）’）+］%

) #’ （7! / :7" / 96）#’ 89 , -&#&

) -& （’4" , &)）#’ , -&（67" / && , 7!）89

& /（6 ,"）89 ,! / -’& ,（6 ," / 9!）’









8!

，（&5）

式中

#& % ’6 / 94" / .9 / -9，

#’ % .’ , -’ .
当"#［)，&］时系统（&）处于混沌状态，选择!%

)，&，’，9 时，（&’）和（&9）式在任一时刻均是满秩的，

于是｛(（)）,!*，+｝和｛’，(（)）,!*｝也是满秩的，

保证系统（!）是局部渐近稳定的 .因此利用 ;<0= 方

法，依照（&&）和（&’）式获得同步控制量，实现系统

（&）和（:）的渐近同步 .
需要指出的是，矩阵 +，’ 的选择是与统一混沌

系统结构紧密相关的 . 例如，选择 + %［& ) )］+

等形式时，无法保证阵对｛(（)）,!*，+｝完全可控，

阵对｛’，(（)）,!*｝完全可观 .同时，稳定度参数!
的选择也会改变系统的可控可观性 . 针对（&&）和

（&’）式，当!> 9?5 时会出现不满秩的情况 . 因此，

;<0= 方法应用于其他混沌系统同步控制时，必须

根据具体的系统结构特点，选择合适的矩阵 +，’ 和

稳定度参数!.

9 ? 仿真实验

仿真实验目的在于验证基于 ;<0= 的统一混沌

系统同步方法的有效性 .同步过程对系统的初值没

有特殊要求，图 &—图 6 均设定驱动系统（7）和响应

系统（:）的初值为（4，7，:）和（&，’，9），龙格@库塔函

数步长取 )?)& . ;<0= 方法中取 + %［) & )］+，’
%［) ) &］，给定稳定度!% 9，图 & 和图 ’ 取参数

"% )?4，图 9 和图 5 取参数"% )?! . + %［) & )］+

时控制量仅有 /’（ "），控制量 /&（ "）% /9（ "）% ).

图 & "% )?4，!% 9 同步误差曲线 （2）误差信号 .&，（A）误差信

号 .’，（1）误差信号 .9

为了体现稳定度!的作用，对比实验中按照文
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图 ! !" #$%，"" & 控制量曲线

图 & !" #$’，"" & 同步误差曲线 （(）误差信号 !)，（*）误差信

号 !!，（+）误差信号 !&

图 , !" #$’，"" & 控制量曲线

献［)-］的状态调节器形式，选取"" #.图 % 和图 - 为

!" #$%，"" # 时统一系统的状态误差和控制量"（ #）
的曲线 .图 / 和图 0 为! " #$’，"" # 时的误差和控

制量 "（ #）的曲线 .与图 )—图 , 进行同步结果的对

比分析可知："" # 时系统的同步时间明显变长，在

!$% 1 左右才实现了状态完全同步；同步过程中误差

曲线的波动较大，振荡次数和幅度远大于"" & 时的

情况，这一点从控制量 "（ #）的曲线中也可以体现

出来 .

图 % !" #$%，"" # 同步误差曲线 （(）误差信号 !)，（*）误差信

号 !!，（+）误差信号 !&

图 - !" #$%，"" # 控制量曲线

分析表明，统一混沌系统的 2345 方法可以实
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现误差系统的全局渐近稳定，同步的精度高，同步的

建立时间短 !适当增大稳定度!有利于改善同步的

动态过程、加快同步速度 !具有给定稳定度的状态调

节器使误差系统渐近稳定，并改善了同步的动态

性能 !

图 " "# $%&，!# $ 同步误差曲线 （’）误差信号 !(，（)）误差信

号 !*，（+）误差信号 !,

图 - "# $%&，!# $ 控制量曲线

.% 结 论

本文基于给定稳定度的状态调节器原理，提出

了统一混沌系统的 /012 同步方法 ! 理论分析和对

比仿真实验均表明：适当增大稳定度!有利于加快

同步速度，减小误差系统的超调量，改进的 /012 方

法改善了系统同步的动态过程 !
实验中也发现，当!3 ,%. 时无法求得满足条件

的矩阵 "，从而不存在同步控制的解值 !因此，如何

选取合适的矩阵参数 #，$ 和稳定度参数!，改进算

法增大稳定度的范围，使同步的动态过程进一步改

善，还有待深入研究 !
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