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使用 *+,--.+/ ’#程序包中的“对称性匹配簇0组态相互作用”方法、在 ’1!#—"1’ /2的核间距范围内利用 &0#!!
33 *（4，5）基组对) 6."（" #!,）分子的势能曲线进行了计算，同时使用最小二乘法将计算结果拟合成了解析势能函

数 7 利用拟合出的解析势能函数并结合 894:;<=0>?;./08;;-方法，计算了该态的谐振频率，进而计算了该态的其他
光谱常数，分别为 !; @ #1&)’! ;A，"; @ !1’)&% ;A，#; @ ’1#’’’ /2，"; @ "B(1&C D2E !，";#; @ !1B#(! D2E !，$; @

’1’’C%" D2E !和 $; @ ’1(#%’ D2E !，其中光谱常数 !;，";，#; 和"; 的值与文献值相符很好 7 以得到的解析势能函

数为基础，通过求解双原子分子核运动的径向 FDG<H4./=;<方程，发现 % @ ’时) 6."（" #!,）分子存在 &)个振动态，求

出了相应于每一振动态的振动能级、振动经典转折点及转动惯量 7
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! 1 引 言

获取原子间相互作用势的准确解析表达式是双

原子分子的一个重要研究课题 7 因为从势能函数的
这一解析表达式出发，可以得到双原子分子的主要

物理性质，如光谱常数、振动能级、振动经典转折

点、惯性转动常数以及从该态到其他各态的振0转跃
迁等［!］7 同时，双原子分子的解析势能函数又是计
算三原子分子解析势能函数的基础［"，#］，因此获取

双原子分子的解析势能函数具有重要的意义 7
就) 6." 分子而言，由于它在激光介质等方面有

着极重要的应用，同时它又是最小的同核金属簇合

物，因此其基态和多个激发态的光谱常数与解析势

能函数都已得到广泛的理论［%—C］或实验［!’—!%］研究 7
但就高激发态" #!, 而言，迄今为止对其进行的研

究还很少 7 仅有的理论计算［!(，!&］虽涉及到该态的绝

热激发能 !;、离解能 ";、平衡核间距 #; 和谐振频

率";，但都没有给出其势能函数的解析表达式，更

没有计算其振动能级、振动经典转折点及转动惯量

等，而这些结果正是研究该分子从该态到其他各态

振0转跃迁的基础 7 为此，本文首先计算" #!, 态的

解析势能函数，并利用获得的解析势能函数计算其

谐振频率和其他光谱常数，进而计算这个态的振动

能级、振动经典转折点以及转动惯量等 7

" 1 计算方法

计算在 *+--.+/ ’#程序包［!)］中分三步进行 7 第
一步，使用 PC(（#4Q，#54），&0#!!*（#4Q，#54），
&0#!!*（"4Q，"54），&0#!!*（4Q，54），&0#!!*（4，5），
&0#!!*，&0#!!33*（#4Q，#54），&0#!!33*（"4Q，"54），
&0#!!33*（4Q，54）， &0#!!33*（4，5）， &0#!!33*，
PC(，PC(（4，5），PC(A，PC(A（4，5），+,=0DD0RAST，
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!!"#$%&和 !!"#$’&等基组、利用“对称性匹配簇"组
态相互作用”（()**+,-)"./.0,+/"!12(,+- !345672-.,634"
64,+-.!,634，简记为 89:":;）方法［<=，<>］对= ?6@ 分子的

@ A!2 态进行几何优化，以得到该态的平衡核间距 B
结果发现：利用某些不含弥散函数的基组（如 C"
A<<D（A/5，A0/），EFG（A/5，A0/），C"A<<D（@/5，@0/）等）
计算得到的平衡核间距与现有的理论结果相去甚

远，因此在后续的计算中不再考虑这些基组 B 第二
步，使用第一步中选出的基组在优化计算得到的平

衡位置附近用非常小的步长进行细致的单点能扫

描，以准确获得该基组下的平衡核间距 B 之所以进
行这样的单点能扫描，是因为在这一版本的 89:":;
D.2((6.4 HA 程序包［<=，<>］中，单点能扫描程序所采用
的 D8IJ算法在几何优化程序［<>］中未使用，因此同
一基组下由单点能扫描获得的平衡核间距与几何优

化得到的结果有差异 B 过去的研究［<F，@H］已经指出，

在这种情况下由单点能扫描获得的平衡核间距应更

为合理 B 第三步，在 HK<A—@KH 4* 的核间距范围
内，利用第一步优选出的基组进行单点能扫描 B 为
方便后续的计算，使双原子分子的平衡核间距位置

正好是扫描过程中的一个能量计算点 B 最终，利用
单点能扫描结果计算出该态的离解能并拟合出该态

的谐振频率 B 与文献［<G，<C］的理论计算结果相比
较后发现，只有在 C"A<< LLD（/，0）基组下得到的
!+，"+，#+ 和"+ 值才与其最为接近 B 据此，本文
的后续计算都是在C"A<< LLD（/，0）基组获取的数据
下进行的 B
在C"A<< LLD（/，0）基组下得到的 !+，"+，#+ 和

"+ 值如表 < 所列 B 另外在该基组下对应于不同核
间距 # 时的势能 $（#）值，也部分列入表 @中 B 限
于篇幅，本文不再给出其他基组下获得的 !+，"+，

#+ 和"+ 值 B

表 < 89:":;MC"A<< LL D（/，0）理论水平下=?6@（@ A!2）分子光谱常数的计算结果

!+ M+$ "+ M+$ #+ M4* "+ M!*N < %+ M!*N < #+ M!*N < "+$+ M!*N < 数据来源

AKC=H< <KH=CO HKAHHH @>GKCF HKGAOH HKHHFO@ <K>AG< 本文工作

AKC=C@ <KH=G@ HK@FCG @>OK<H — — — 文献［<G］（理论）

AKC>HO <KH><A HK@FC> @>AK>@ — — — 文献［<C］（理论）

<FFG年，文献［<G］利用“有效核心赝势”与“核
心极化势”相结合的方法，使用 =(G0A/<5基组（共 >>
个收缩高斯基），对 = ?6@ 分子的绝热激发能、离解
能、平衡核间距以及谐振频率进行了计算 B 这一计
算方法被认为是成功的，因为由这一方法获得的多

个激发态的计算结果都能与实验值较好相符 B @HHC
年，文献［<C］使用“赝势”及组态相互作用方法在
JP?#QP程序包中也对这一分子进行了大量的复杂

计算 B 从表 < 容易看出：本文的计算结果与文献
［<G］的计算结果间的误差为绝热激发能 HK<=R、离
解能 HK<<R、平衡核间距 <K<>R；与文献［<C］的计
算结果间的误差为绝热激发能 HK@>R、离解能
HKOGR、平衡核间距 <KH>R B由此可知，本文的计算
结果应该是很好的 B 但遗憾的是，由于未见到任何
该态的实验报道，因而暂无实验结果可进行直接的

数据比较 B

表 @ 89:":;MC"A<< LL D（/，0）理论水平下=?6@（@ A!2）分子对应不同核间距 #时的势能 $（#

!! !! !!

）值

#M&H $（#）M. B 2 B #M&H $（#）M. B 2 B #M&H $（#）M. B 2 B #M&H $（#）!! !! !! M. B 2 B
@KO= N <OKC@<@@A CKC= N <OK=FAH@G <OKC= N <OK=C!! !! !!<>O> @GKC= N <OK=G=<GH
@K>= N <OKC==>>H =KH= N <OK=FHOGO <GKO= N <OK=C!! !! !!H<@O @CKC= N <OK=G=<AG
AK@= N <OK=@HF@< =KO= N <OK=>=><@ <CK@= N <OK=G!! !! !!>F=F @=KC= N <OK=G=<@O
AKC= N <OK=G<=@O =K>= N <OK=>GOCO <=KH= N <OK=G!! !! !!>@>< @>KC= N <OK=G=<<O
OKH= N <OK==@<G> >K@= N <OK=>A=HG <=K>= N <OK=G!! !! !!=>=@ @FKC= N <OK=G=<H=
OKO= N <OK=>O>O> >K>= N <OK=>@HCG <>K>= N <OK=G!! !! !!=G>G AHKC= N <OK=G=<H<
OK>= N <OK=F@<H> FKO= N <OK=>H=@O <FKO= N <OK=G!! !! !!=O=> A<KC= N <OK=G=HFG
GK@= N <OK=FGCA> <HKH= N <OK==FHCO @HK@= N <OK=!! !! !!G=A=F A@KC= N <OK=G=HF<
GKO= N <OK=FCAFA <HKC= N <OK==CF>G @<KH= N <OK=!! !! !!G=A<< AAKC= N <OK=G=H>=
GKC= N <OK=FCCAG <<KO= N <OK==A=GO @<K>= N <OK=!! !! !!G=@CA AOKC= N <OK=G=H>O
GK>= N <OK=FCOG> <@K@= N <OK==HAAF @@KC= N <OK=!! !! !!G=@@= AGKC= N <OK=G=H>@
CKH= N <OK=FGFOO <AKH= N <OK=C=HC> @AKC= N <OK=!! !! !!G=<FA ACKC= N <OK=G=H=F
CK@= N <OK=FG<C@ <AK>= N <OK=CO<>G @OKC= N <OK=G=<CF A=KC= N <OK=G=H=>

GGOO>期 施德恒等：= ?6@ 分子@ A!2 激发态的解析势能函数、振动能级及其转动惯量



!" 结果及分析

!"#" 由单点能扫描结果拟合$%&’（’ !!(）分子的解析

势能函数

利用最小二乘法将单点能扫描获得的单点势能

值拟合为如下形式的 #$%%&’’()*%+,&函数［-.］：

!（!）/ 0 "& . 1!
#

$ / .
%$!( )$ &23（0 %.!）4 （.）

这里!/ & 0 &&，其中 & 和 && 分别为双原子分子的核
间距和平衡核间距；"& 为该态的离解能，%$ 为拟合

系数 4
使用最小二乘法对（.）式进行拟合 4 为得到满

意的结果，本文拟合了 # / !，5，6，7，8，9共 7种
情况，结果发现 # / 6 时的拟合结果最为理想 4 为
方便在进一步的计算中采用这一解析势能函数，本

文将 # / 6时的拟合结果连同其他相关参数一并列
入表 !中 4

表 ! ):;(;<=7(!.. 11 >（?，3）理论水平下8@,-（- !"$）分子的解析势能参数拟合值

"& =&A ’& =BC %. =BC0 . %- =BC0 - %! =BC0 ! %5 =BC0 5 %6 =BC0 6 !(D#)E=&A
."F875 F"!FFF .7"-.5.. 9-"655.8 !!8"FF.87 .G77"!6.5F 7-59"7GF.G F"FF.677

图 .给出了- !"$ 态的势能曲线，显见单点能扫

描结果与拟合结果能很好地相符 4 这说明拟合出的
#$%%&’’()*%+,&函数正确地表示了该态的势能函数 4

图 . 8@,- 分子- !"$ 态势能曲线

为评价表 !列出的解析势能函数的拟合质量，
在解析势能函数的拟合过程中作者采用下式计算拟

合过程的均方根误差!(D#)：

!(D#) / .
) !

)

$ / .
（!:HEI 0 !J+ ,B,K,*）[ ]"

- 4 （-）

这里 !:HEI和 !J+ ,B,K,*分别是相应点的拟合势能值和

由从头算获得的单点势能值，) 是拟合的数据点数
（这里 ) / .85）4 # / 6时的均方根误差!(D#)仅为

F"FF.677 &A4 显然本文的拟合精度远远超过了通常
所要求的“化学精度”［--］，因此本文的拟合过程是可

靠的，拟合出的解析势能函数是准确、可信的 4

!"’" 利用解析势能函数计算’ !!( 态的谐振频率

由于几何优化给出的平衡核间距与单点能扫描

获得的结果不一致，因此不能在几何优化获得的平

衡位置处进行频率计算 4 但按照双原子分子势能函
数的物理意义，可以利用（.）式给出的解析势能函
数求出其二阶力常数

*- / "&（%-
. 0 -%-）4 （!）

另一方面，依照 DL?+&%M(N’&,B(D&&O方法，双原
子分子某态的谐振频率与该态的二阶力常数间存在

如下关系：

*- / 5"-#-
&$+- 4 （5）

联合（!），（5）两式，可以导出

#& /
"&（%-

. 0 -%-）

5"-
$+[ ]-

.=-

， （6）

式中$为双原子分子的约化质量，+ 为真空中的光
速，#& 为该态的谐振频率 4 利用表 !列出的解析势

能函数，即可方便地求出该态的谐振频率，计算结

果列于表 .中 4
由表 .可知，就谐振频率而言，本文计算得到

的结果与文献［.6］的误差不到 F"67P，与文献［.7］
的误差也仅有 F"77P，这说明本文的计算是成功
的 4 这种利用势能函数的解析表达式获得的谐振频
率的准确性，也说明了本文所用计算方法的合理性

以及所得到的解析势能函数的准确性 4

!"!" 由解析势能函数及谐振频率计算’ !!( 态的其

他光谱常数

只需对（.）式求导，就可以得到其三阶和四阶
力常数

*! / 0 7"& %! 0 %. %- 1 %!
.( )=! ， （7）

*5 / "& !%5
. 0 .-%-

. %- 1 -5%. %( )! 4 （8）
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再利用已求出的谐振频率及下列公式就可以计算出

这个态的其他光谱常数（!!，!! 及"!#!）：

!! " "
#!#$$

$
!
， （#）

!! " %
&!$

!

"!

%’ $!

’ %$
(( )) ， （*）

"!#! "
!!

# %
%+ $$

!

%$
( ), ) ("!!!

&!$( )
!

[ ]$

-（).）

所得计算结果也一并列于表 )中 - 遗憾的是，关于
这三个光谱常数，由于暂时还没有其他任何理论及

实验结果，所以不能进行直接的数据比较 - 但根据
这个态的绝热激发能、离解能、平衡核间距及谐振频

率与已有的计算结果符合很好且本文的拟合过程很

可靠等事实，作者推断本文关于 !!，!! 及"!#! 的

计算值应该是准确的 -

!"#" 由解析势能函数计算$ !!% 态的振动能级及振

动经典转折点

下面计算/ 01$ 分子$ ’%2 态的振动能级及其相

应的振动经典转折点，为此需求解如下核运动的径

向 34567819:!6方程：

%&
$

$$
8$

8 &$ ( &$$&
$ ’（’ ( )）( (（ &[ ]）’(，’（ &）

" )(，’’(，’（ &）- （))）
这里 (（ &）就是表 ’所列的解析势能函数，(和 ’ 分
别是振动量子数和转动量子数 - )(，’可以用如下形
式的幂级数表示［$’］：

)(，’ " *（(）( !(［’（’ ( )）］% +(［’（’ ( )）］$

( ,(［’（’ ( )）］’ ( -(［’（’ ( )）］+

( .(［’（’ ( )）］, ( /(［’（’ ( )）］&

( 0(［’（’ ( )）］/， （)$）

式中的 *（(）就是振动能级；!( 为转动惯量；+(，

,(，-(，.(，/( 和 0( 为离心畸变常数 - 利用

;29:!<=2>>?方法编制 @A6>6?9程序求解（))）式，找到
了 ’ " .时该激发态的全部 &/个振动态，并求出了
相应于 ’ " .时的每一振动态的振动能级及其相应
的振动经典转折点 - 所得结果如表 +所列 - 同时，我

表 + 3BC<CDE&<’)) (( F（8，G）理论水平下/01$（$ ’%2）分子的振动能级、振动经典转折点及转动惯量（ ’ " .!!

）

( )（(）E4H% ) $H19 E9H $H?I E9H !(E4H% ) ( )（(）E4H% ) $H19 E9H $H?I E9H !(E4H!! % )

. )+)J’,’ .J$#’.) .J’)**) .J,$*)#&* ’+ &.)+J+!! *) .J$)’$+ .J&,/*, .J$/’&++,
) +)/J+*) .J$/$., .J’’&*+ .J,)*’’). ’, &)’*J)!! /& .J$)$,’ .J&&&’& .J$&#,*..
$ &#’J*/$ .J$&,)& .J’,.$$ .J,.*.+&& ’& &$&$J)!! ** .J$))#+ .J&/+#, .J$&’,)&,
’ *+.J/)$ .J$,**+ .J’&$)/ .J+*#’,’& ’/ &’#’J+!! ** .J$)))/ .J&#’++ .J$,#+$*$
+ ))#/J&/+ .J$,,&* .J’/’,. .J+#/$*.. ’# &,.’J!! ../ .J$).,) .J&*$)& .J$,’’’))
, )+$+J#*$ .J$,$.* .J’#+,’ .J+/,*)&. ’* &&$.J!! &+# .J$.*#/ .J/.).. .J$+#$$’/
& )&,$J+#+ .J$+#*# .J’*,++ .J+&+’)## +. &/’&J!! ’+& .J$.*$, .J/)... .J$+’).&’
/ )#/.J&/, .J$+&$’ .J+.&’$ .J+,$&),. +) &#,.J!! .$. .J$.#&, .J/)*)# .J$’/*/&,
# $./*J#.# .J$+’/# .J+)/$$ .J++.*+*) +$ &*&)J!! ,#’ .J$.#./ .J/$#,, .J$’$#’.’
* $$#.J’,& .J$+),# .J+$#), .J+$*+#+# +’ /./.J!! *+# .J$./,. .J/’#)+ .J$$/&&$’
). $+/$J*./ .J$’*,/ .J+’*.# .J+)#’#** ++ /)/#!! J.$$ .J$.&*, .J/+/*/ .J$$$+&,/
)) $&,#J)+/ .J$’//’ .J++**/ .J+./#)&* +, /$#$!! J/.* .J$.&+$ .J/,#.# .J$)/$’$)
)$ $#’&J#$) .J$’&.+ .J+&./# .J’*/##$/ +& /’#+!! J*.* .J$.,*) .J/&#+* .J$))*,$’
)’ ’..*J&*. .J$’++& .J+/)+, .J’##&,&, +/ /+#+!! J,)* .J$.,+) .J//*$+ .J$.&&),+
)+ ’)//J+#/ .J$’$*# .J+#)*+ .J’#.),&* +# /,#)!! J+$* .J$.+*’ .J/*.’# .J$.)$.*’
), ’’+.J##’ .J$’),* .J+*$$$ .J’/$’,*’ +* /&/,!! J,$, .J$.++/ .J#.)*, .J)*,/$.,
)& ’,..J+&* .J$’.$/ .J,.$$& .J’&,$./’ ,. //&&!! J&#/ .J$.+.’ .J#)+.. .J)*.)’’+
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们也求出了 ! ! "时相应于各振动能级的转动惯量
和 #个离心畸变常数（"!，#!，$!，%!，&!和 ’!），
但限于篇幅，这里仅将转动惯量在表 $中列出 %
需要说明的是，作者曾利用所编制的 &’()(*+程

序计算了 , -./ 分子基态"0# 1
2 的振动能级、振动

经典转折点和转动惯量，所得结果与实验结果［0$］

相符很好 % 这表明作者所编制的 &’()(*+ 程序是可
靠的 %
遗憾的是，目前尚无任何有关/ 3$4 态的振动

能级、振动经典转折点及转动惯量的计算或实验结

果可供与本文的计算结果进行比较 % 但根据上述分
析和所得出的结论，作者有理由相信本文获得的振

动能级、振动经典转折点及转动惯量的计算结果都

是准确的 %

!"#" $%&’ 分子’ !!( 态的合理离解极限

下面简要讨论/ 3$4 态的合理离解极限 % 图 /示
出了基态、激发态的离解能与基态到激发态的激发

能等之间的关系 % 根据图 /可以写出
(* ! "!5 1")5 6 ""

5 % （03）
式中 (* 为离解极限处某一处于激发态的双原子分

子离解成两个原子的激发能与基态分子离解成两个

原子的激发能之差，"!5 为某激发态的离解能，""
5

为基态的离解能，")5 为分子从基态到某激发态的

绝热激发能 %

图 / 基态与激发态势能曲线示意图

, -./ 分子基态 *0# 1
2 的合理离解极限为

［7］

, -./（*0#1
2）" , -.（/+2）1 ,-.（/+2）% （0$）

显然，在, -./ 分子基态 *0# 1
2 的离解极限处，所离

解生成的两个, -.原子都处于基态，因此其原子激
发能之和为零 % 据此并利用表 0，对/ 3$4 态而言，

显然有")5 ! 38#,"0 59，"!5 ! 08",#$ 59% 再利用
, -./ 分子基态离解能 ""

5 ! 08":#0 59的最新结果［0$］

并结合（03）式，可以算出 (* ! 38#7"$ 59（约为

/7,#0 ;<6 0）% 对照表 : 容易看出，这与两个, -. 原
子都处于激发态 /=（电子组态为 0>//=0）时的情形
十分接近 % 因此, -./ 分子/ 3$4 态的合理离解极限

应该是
, -./（/0$4）" , -.（/,4）1 ,-.（/,4）% （0:）

表 : ,-./ 分子离解成两个,-.原子时的原子激发能［/$］

电子组态 激发能?;<6 0

（0>//>0）1（0>//>0） "

（0>//>0）1（0>//=0） 0$7"$

（0>//>0）1（0>/3=0） 3"7/:

（0>//=0）1（0>/3=0） $:@/7

（0>//>0）1（0>/3>0） /,/"#

（0>//=0）1（0>//=0） /7@"@

（0>//>0）1（0>/3A0） 30/@3

（0>//=0）1（0>/3>0） $/00"

$ 8 结 论

本文利用 BCDEDF 方法，获得了, -./ 分子/ 3$4

态的平衡几何并拟合出了其解析势能函数 % 从拟合
出的解析势能函数出发，利用解析势能函数的物理

意义并结合 GHAI5(2EJK5.+EG55>方法，计算出了该态
的谐振频率 % 本文的计算结果与其他理论得到的结
果相符合，说明本文的计算是合理的 % 另外，利用
本文获得的解析势能函数和谐振频率，进一步计算

了该态的各阶力常数和其他光谱常数；通过求解核

运动的径向 B;L(MA.+25(方程，还得到了 ! ! " 时这
个态的全部 #, 个振动能级、相应的振动经典转折
点、转动惯量以及 #个离心畸变常数 %
作为进一步的工作，作者将利用本文的计算方

法对较复杂的分子以及更高激发态的谐振频率、振

动能级、振动经典转折点及转动惯量进行计算，以

便进一步检验本文计算方法的准确性 % 同时，也将
利用本文得到的解析势能函数来计算低能下的各种

散射截面，相关的计算正在进行之中 %
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