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满足强非局域条件时，光束在非局域非线性介质的传输过程由 )*+,-./01234-55模型描述 6在旋转柱坐标系下求

解了 )*+,-./01234-55模型，得到涡旋光孤子的自相似旋转解析解 6结果表明，涡旋光孤子解在径向是惠特克函数与

幂函数的乘积，光束的光强呈环形分布，光束绕光束中心旋转 6
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# C 引 言

涡旋普遍存在于自然界中，包括飓风、台风和流

体的涡旋、光涡旋等等 6涡旋都是与波的相位奇异性
相联系的，在相位奇异点（或线）上相位是不确定的，

场的振幅（即强度）为零［#］6在光学领域，光波由于相
位奇异性形成涡旋光，光束的相位围绕着奇异点（或

线）旋转 6涡旋光孤子则是由于涡旋光在非线性介质
中传输时光束的自聚焦效应与衍射效应相平衡的结

果，它不同于在横向具有恒定相位的单峰亮孤子，其

光束中心相位有奇异性，是空间光孤子的另外一种

形态 6近年来，涡旋光孤子的研究唤起了科技工作者
的极大兴趣，研究的范围涉及 D-.. 介质、可饱和介
质、竞争性非线性介质和其他非线性介质中涡旋光

孤子的传输特性和动力学特征［’—7］6由于涡旋光孤
子的有关性质，使得它在光通信、光开关和光存储等

领域有着潜在的应用价值 6
基于对环型奇异光束在非线性 D-.. 介质和非

线性可饱和介质中的传输特性研究，E-B+<2*1F?G
等［"］通过求解非线性薛定谔方程，提出所谓

HI1;>24?*（空间调制涡旋光孤子）概念，在径向对称
涡旋与旋转孤子团之间建立起联系 6但 E-B+<2*1F?G
等未对强非局域非线性介质中的涡旋光进行分析

讨论 6
非局域非线性介质指的是这样的介质：它对光

场的非线性响应不仅与该点的光场有关而且与空间

中其他点的光场有关 6 )*+,-.和 01234-55［%］提出了强
非局域非线性介质中的空间光孤子的线性模型，大

大推动了非局域空间光孤子的研究 6 ’$$7 年郭旗
等［(］提出了强非局域模型，给出了从强非局域模型

到 )*+,-./01234-55模型的转化过程，讨论了（# J #）维
和（# J ’）维空间孤子的相互作用和传输特性［9—##］，
还讨论了（# J #）维和（# J ’）维直角坐标系下的

K-.;12-/L<>BB 解［#’］和（# J ’）维柱坐标系下的

M<=>-..-/L<>BB 解［#&］，并对椭圆高斯光束、椭圆光孤
子以及相位调制高斯光束在强非局域非线性介质中

传输特性进行了研究［#7—#%］6但到目前为止，还未求
解过光孤子在旋转状态时的解析解 6
本文从非局域非线性薛定谔方程出发，介绍了

在不同非局域程度下的光束传输模型［&，%，(］，着重就

强非局域非线性介质中的传输方程（线性模型，即

)*+,-./01234-55模型）进行讨论 6通过对坐标系的变
换，在旋转柱坐标系下求解传输方程，得到涡旋光孤

子在强非局域非线性介质中的解析解 6这种自相似
旋转解的径向分布是惠特克函数与幂函数的乘积，

在角向绕传输方向转动 6
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! "傍轴条件下强非局域介质中涡旋光
孤子的自相似旋转解

! "# " $%&’()*+,-./(00模型

在非线性介质中，假设光束沿 ! 轴方向传播，在
傍轴近似条件下，电场可表示为

"（ !#，!，#）$ $（ !#，!）%&’［(（%) ! *!#）］+ ," , "，
（-）

式中 !# $（ &，’），%) $ ()!. ) 是不考虑非线性效应
时的波数（() 是介质的线性折射率），!是光频率，
$（ !#，!）是电场的慢变包络振幅 "
在非局域介质中，由光强 * $ $ ! 引起介质折

射率变化可表示为［/，0，1］

!+ $",（ !# * !#2）*（ !#2，!）3! !#2， （!）

式中 ,（ !）是介质的响应函数，为对称的实函数，其
宽度与光束宽度之比决定了非局域程度的大小，

"3! !# $"
+4

*4"
+4

*4
3&3’ "

介质的响应函数满足下列归一化条件：

",（ !#）3! !# $ - "

由非线性响应关系（!）式决定的傍轴光束传播
的非线性薛定谔方程为

(!$
!! +"

!! $
!&! +!

! $
!’( )! $ + %)#!+$ $ )，（/）

式中"$ -.!%)，#是材料常数（#5 )和#6 )分别对
应自聚焦和自散焦介质）"
对方程（/）进行归一化处理，做下列变量代换：

- $ &
.)
，

/ $ ’
.)
，

0 $ !
12
，

$ $ %) .)#
-.! $，

其中 12 $ %) .!
) 是瑞利距离，.) 是光束的初始束宽 "

我们可以得到无量纲形式的非线性薛定谔方程

(!$
!0 + -

!

"

!
#$

+$",（ ! * !2）*（ !2，0）3! !2 $ )， （7）

其中

"

!
# $ !!

!-! + !
!

!/! 是横向拉普拉斯算符，

! $（-，/）"
对于局域介质的情形，,（ !）$%（ !），介质折射

率的变化量

+（ *）$",（ ! * !2）*（ !2，0）3! !2

$ *（ !，0）"
对于弱非局域介质，介质响应函数的宽度远小

于光束束宽，通过泰勒展开 *（ !）并保留至二次项，
介质折射率的变化量

+（ *）$ * + -
7

"

!
#*"32 ! ,（ !2）3! !2 "

对于强非局域介质，介质响应函数的宽度远大

于光束束宽，泰勒展开响应函数 ,（ !）并保留至二
次项，介质折射率的变化量

+（ *）$ ,（)）4) * -
!&4) 3!

* -
!&"32 ! $（ !2，!） ! 3! !，

在强非局域情形下可以舍弃最后一项，并做如下

变换［8］：

$（ !，0）$’（ !，0）%&’［(,（)）4) 0］，
在这种情况下可以得到傍轴光束在强非局域非线性

介质中传输的方程（9:;3%<=>(?,@%AA模型）［0，1］

(!’
!0 + -

!

"

!
#’ * -

!&4)（-! + /!）’ $ )，（B）

式中&为材料常数，4) 为光束的入射功率 "

& $ *!
! ,（ !2）
!&2 !

5 !2 $ )
"

! "! "涡旋光孤子的自相似旋转解

考虑到涡旋光的对称环形特征，可以将方程（B）
写成在圆柱坐标系（(，)，0）中的形式

(!’
!0 + -

!
!!
’
!(

! + -
!(
!’
!(

+ -
!(

!
!!
’
!)

! * -
!&4)(

!
’ $ )" （0）

在此，我们寻找方程的自相似旋转解［B］，设解的

形式为

’（(，)，0）$ 6（(，) **0，0）%&’（(+0），（1）
式中*是涡旋光绕 0 轴的旋转角速度 "
为了直观地分析自相似旋转解，设定一个旋转

坐标系（(，,，0），它以角速度*围绕实验室坐标系
（(，)，0）旋转，即,$) **0，两坐标系的 0 轴保
持平行 "此时，（0）和（1）式可分别表示为

(!6
!0 + -

!
!! 6
!(

! + -
!(
!6
!(

+ -
!(

!
!! 6
!,!
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! "!!
!
!" !#! ! #

$$"%%
$ ! & %， （’）

&（%，"，#）& !（%，"，#）()*（"##）， （+）
式中#是旋转坐标系中的传播常数 ,
显而易见，自相似旋转解所代表的涡旋光孤子

将随着旋转坐标系以同样的角速度! 围绕实验室
坐标系（%，’，#）旋转，同时沿着 # 方向传播，类似
于环行楼梯状或螺旋型 ,
为求解方程（’）的自相似旋转解析解，我们进行

适当的简化分析，并假设试探解有下列形式：

!（%，"，#）& $（%，#）()*（"%"）, （#%）
由于涡旋光孤子稳定传输的特点，$（%，#）包

含了与圆柱坐标系中径向坐标%和 # 有关的振幅
部分，但振幅在极角"方向无变化 , $（%，#）还包含
了与传输方向 # 有关（可能还与%有关）的相位成
分 ,而线性变化的相位因子(- & %"反映了具有螺
旋型或环行楼梯状特性的相位分布，其中整数 % 称
为涡旋的拓扑指数（ ./*/0/1"230 "45() 或 ./*/0/1"230
26371(8）,由于场的周期性，拓扑指数 % 取整数值，
其正负号由涡旋旋转方向决定 ,
将试探解（#%）式代入方程（’）中，可以得到

"!$
!# 9 #

$
!$ $
!%

$ 9 #
$%
!$
!%

! # 9 #
$$"%%

$ 9 %$

$%
$ ! %( )! $ & %, （##）

引入变量代换［#:］

$（%，#）&%
%&（%，#）， （#$）

方程（##）变为下列形式：

"!&
!# 9 #

$
!$ &
!%

$ 9 $% 9 #
$%

!&
!%

! # 9 #
$$"%%

$ ! %( )! & & %, （#:）

方程（#:）可通过分离变量法求解 ,设
&（%，#）& ’（%）(（#）， （#;）

我们得到下面两个常微分方程：

5$’
5%

$ 9 # 9 $%
%

5’
5%

!［$# 9$"%%
$ ! $%! 9 $)］’ & %，（#<）

5(
5# ! ")( & %, （#=）

方程（#=）的解有下列形式：

(（#）! ()*（")#）， （#>）
式中)是任意常数 ,由于（>）式中含有相位成分
()*（"##），我们可以将（#>）式中的相位归并在
()*（"##）中 ,不失一般性，取)& %，就有

$（%，#）& $（%）&%
%’（%）, （#’）

设*&%
$，方程（#<）变为

*
5$’
5*

$ 9（# 9 %）5’5*

! #
$（# ! %!）’ ! #

;$"%*’ & %, （#+）

为简化方程，我们设方程中的有关系数

+ & # 9 %， （$%）

, & #
$（# 9 # 9 % ! %!）, （$#）

做下列变量代换：

’ &*
!+?$(（*）, （$$）

方程（#+）变为
5$(
5*

$ [9 ! #
;$"% 9 +

$ !( ), #
*

9 +$ # ! +( )$
#
*

]$ ( & %, （$:）

令

+ & # 9 $)，

+
$ !, &-，

可以得到下列方程：

5$(
5*

$ 9 ! #
;$"% 9 -

*
9 #?; ! )$

*
( )$ ( & %,

（$;）
当 "% & "2 & #?$时，入射光束的功率等于光束

保持稳定传输的临界功率［>］，涡旋光的自聚焦效应

与衍射效应取得平衡，形成涡旋光孤子，方程（$;）有
精确解析解 , 此时方程简化为下面的惠特克方
程［#>］：

5$(
5*

$ 9 ! #
; 9 -
*

9 #?; ! )$

*
( )$ ( & %, （$<）

惠特克方程的解是惠特克函数 (-，)（*），其定
义是

(-，)（*）& ! ()*（!*?$）*
-
"- 9 #

$ !( ))
$#" "

（%9）

@
()*（! *）（! *）!-! #

$ 9 ) # 9 *( )
*

-! #
$ 9 )

5 *

- 9 #
$ ! ) # %，! #，! $，⋯；371（.） A#，371（! *）$( )# ， （$=）
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式中!! ! "
# $( )! 为伽马函数 %

设定参量 " &! $ "
# $ #

# %当 " & ’，"，#，⋯时，

我们依次将（#(）式代入（##），（")），（"’），（*）和（+）
式，最后得到涡旋光孤子的自相似旋转解的表达式

"（#，$，$）& %&##
$"’ $ &#，

#
#
（#

#）,-.（/#$）,-.（/&$）

（#+）
式中 %&#是归一化常数，& 是实验室坐标系中的传
播常数 %

& & $ #! & % $ #& %
涡旋光孤子径向分布由下列关系式决定：

(（#）&#
$"’ $ &#，

#
#
（#

#）% （#)）

图 "—图 0分别给出了拓扑指数 # & "，#，$ "，
$ # 时涡旋孤子光强的径向分布曲线 %拓扑指数的
正负号代表了涡旋的旋转方向是右旋或左旋，当 #
& ’时无相位奇异性，非涡旋情形，不属本文讨论范
围，但本文给出的一般表达式仍适用 %

图 " 拓扑指数 # & "时涡旋光孤子光强的径向分布曲线

图 # 拓扑指数 # & #时涡旋光孤子光强的径向分布曲线

图 1 拓扑指数 # & $ "时涡旋光孤子光强的径向分布曲线

图 0 拓扑指数 # & $ #时涡旋光孤子光强的径向分布曲线

在拓扑指数相同时，对应不同的 " 值，涡旋光孤
子光强分布曲线分别呈现单峰、双峰、三峰等特征；

在拓扑指数不同时，如果 " 值保持相同（# 取正整
数时）或 " ! # 保持相同（# 取负整数时），涡旋光孤
子光强分布曲线单峰、双峰、三峰等特征相同 %图 2
给出了涡旋光孤子的单环、双环和三环光强分布 %
涡旋光孤子相位线性变化，相位分布具有螺旋

型或环行楼梯状的特性，在涡旋光孤子中心（#& ’）
处光强为零 %涡旋光孤子在实验室坐标系和旋转坐
标系中的传播常数的关系为 & &% $ #&，其中&
是涡旋光旋转角速度 %涡旋光孤子旋转波前如图 (
所示 %
当 # 取零或正整数的特别情形下，对方程（#2）

进行下列变量代换：

)（’）&’
$ #!"

# ,-.（’3#）’ $ &#，
#
#
（’）， （#*）

惠特克方程演变为下列 4567,88,方程：
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图 ! 涡旋光孤子单环、双环和三环光强分布图 （"）单环，（#）双环，（$）三环

图 % 涡旋光孤子旋转波前示意图

!
&’ !
&!

’ (（" ( ) *!）
&!
&!

( #! + ,- （.,）

/"012332 方程在 " 取零或正整数时的解是
/"012332多项式，定义为

/"
#（!）+

!（" ( ) ( #）
#！!（" ( )）4（* #，" ( )，!），（.)）

式中!（" ( ) ( #）和!（" ( )）为伽马函数，4（* #，
" ( )，!）为库末函数 - 此时，涡旋光孤子的自相似
旋转解的表达式退化为下列形式：

" + $%"#
"&"* %

’ * "()
’
（#

’）256（*#
’ 7’）

8 256（9"$）256（9%’）
（" + ,，)，’，⋯）， （.’）

式中 $%"是归一化常数 -

（.’）式给出的 /"012332:;"1<< 函数与幂函数乘
积形式的涡旋光孤子解是涡旋光孤子自相似旋转解

（’=）式在 " 取零或正整数时的特殊情形，这种特殊
情形下解的表达式与张霞萍等［).］的 /"012332:;"1<<
解的表达式在形式上是相似的 -由于涡旋光孤子的
旋转特性，涡旋光孤子在实验室坐标系和旋转坐标

系中的传播常数有以下关系：% + % * "&，从
而（.’）式与文献［).］的表达式的传播常数是不
同的 -所以，文献［).］的 /"012332:;"1<< 解的表达
式是本文给出的涡旋光孤子自相似旋转解（’=）式在
拓扑指数" 取非负数且旋转角速度& 为零时的
特例 -

. > 结 论

基于 ?@A&23:B9C$D2EE模型，我们在旋转柱坐标系
下求解了涡旋光孤子在强非局域非线性介质中的解

析解 -这种自相似旋转解是一种旋转的环型光孤子，
其振幅是惠特克函数与幂函数（#

* )）的乘积形式，

光强分布呈现单环或多环特征 -在角向，光束绕传输
方向（ ( 轴）转动，涡旋中心处光强为零，是相位奇异
点 -孤子相位具有螺旋型或环行楼梯状分布特征 -在
特别情形下，涡旋光孤子的惠特克函数与幂函数乘

积形式的解将退化为 /"012332:;"1<<函数与幂函数
乘积形式的解 -
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