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给出了有限厚无限大平面板超导体模型场分布的严格解，确证了文献中近似结果的有效性 *
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! ? 引 言

物理问题的严格解是物理问题解决的基石，为

了物理问题处理的简捷和直观，往往可借助等效的

方法给出问题的近似解 * 然等效方法是否有效，不

但需要实验的最终验证，还需要从逻辑上、数学上给

出问题的严格证明，以确证该近似解的有效性及其

有效的条件 * 文献［!］借助半无限大超导体模型场

分布的简明形式，把有限厚无限大平板超导体模型

的场分布表示为一对半无限大超导体模型场分布的

线性叠加 * 由于构成模型边界条件的不同和限定约

束的非线性，该等效方法只有在超导平板厚度趋于

无限大时，才是严格的，对有限厚情形，结果只是近

似的 * 对此极有必要从基本方程出发找出该问题的

严格解，以判定超导体内场分布的等效结果可否有

效 地 拟 合 严 格 解 的 场 分 布 * 本 文 应 用 文 献 方

法［"—%］，给出了该模型的 +,-./0 椭圆函数严格解，并

与近似结果做了比较 *

" ? 场分布的严格解

在近绝对零度和弱外磁场条件下，对厚度为 "!
的无限大平面板超导体，所处均匀外磁场 !& 平行

于超导体表面 * 考虑到超导体的空间对称性和场分

布的空间对称性，直角坐标参考系位置选择为 "#$
坐标平面平行于超导体表面，坐标系 $ 轴方向与外

磁场 %& 方向一致，坐标原点位于对称中心 * 则磁场

! 的 &，" 分量为零，电场 " 的 "，$ 分量为零，矢势

# 的 &，$ 分量为零，且各物理量仅随 & 变化，矢势

#、标势!自然满足 @.ABCDE 规范条件 * 若忽略正电

荷层和正常电子层的厚度，对超导电子区及超导稳

态，可得简化的一维超导场方程组为［!，"，)］
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式中 #（ ’& ，’" ，’$ ），!分别为电磁场的矢势和标

势，"< 为超导电子空间分布不均匀系数，) 为光速且

) F !
$&%! &

，*，(&分别为超导电子的电量绝对值和

静止质量，#为 @.CI.C 穿透深度且#" F
(&

%& *" + <&
，$&

真空介电常数，%& 真空导磁率，+ <& 静态超导电子浓

度 * 进而对该超导体模型，问题的边界条件为
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与文献［"］方法相近，令
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经无量纲约化，问题（!），（"）化为如下常微分方程组

的边值问题：
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由文献［"］，问题（,）可转化为
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由此可得问题（,）的严格解为
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此与半无限大超导体模型的解［"］同为 452678 椭圆函

数，但形式略有不同 . 为了保证该 452678 椭圆函数

解在 ##［ & $
#

，
$
#

］上无奇性，须 %1&’(，则（3）式及

以下各式中正负号的选择为

# # & $
#

，[ )( ，& $&( ’ $
# ’ #，

" $ "

%1"
&( ’ $

# ’( )# & !，

! $ &
"21 &( ’ $

# ’( )#
%1"
&( ’ $

# ’( )# ；

# # (，
$[ )# ，& $&( ’ $

# & #，

" $ "

%1" &( ’ $
# &( )# & !，

! $
"21 &( ’ $

# &( )#
%1"
&( ’ $

# &( )# . （9）

要保证（9）式的解函数及其各阶导函数在区间 ##

& $
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$[ ]# 上连续，则在 # $ ( 处，必须有［:，,］
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（;）式中 -（+）为第一类 <=>=1-?= 完全椭圆积分 . 对

+ @ !，由 452678 椭圆函数的周期性和加法公式［:］，

可得
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再还原约化量纲，从而得有限厚无限大平板超导体

模型的场分布的严格解为

" $ &’
(( )"

$ ! &"
"

" ’ ""

"21" .
#

，

! $
&/0

(( )
$"

%1 .
#

-1 .
#

21" .
#

，

") $ &
&’.#
(( )"

$""
%1 .
#

-1 .
#

21: .









#

，

!) $ &
&12#
(( )

$ "
21 .
#

! &"
"

" ’ ""

"21" .






#

，

"# $ & &(#
"

$( (( )"
$""

""

, & ! ’ " &""

21" .
#

’ :""

,21, .






#

，

,:(/ 物 理 学 报 /0 卷



!! " # $"
%

% & ’"%

%()% !
#

，

! !［$ "，"］， （##）

式中$为超导电子区内总电荷密度，物理量%（ !），

#$（ !），$（ !）均为偶函数，%&（ !），’!（ !）均 为 奇

函数 *
上述各式中参数"，&，’并不是独立的 * 由问

题（+）式中边界条件和（,）式，可推得

& " %（# &’%） # &’" % $ # &"
%( )" % ，（#%）

进而由（-）式和连续性条件（.）式，可确定"，’与
"
#

的关系
"
#

" (（"）$(/（"，’）* 因此只要问题（#），

（%）中的外磁场 !/ 和超导体的参数 "，#给定，就有

&0"，且"，&，’仅由 #/#和
"
#

决定，从而超导体稳

态的场分布就完全确定了，超导体具有逆磁性 *

’ 1 与近似解的比较

由上述可见，模型的严格解与文献的近似解［#］

是不同的，前者是 23(456 椭圆函数形式，后者是双曲

函数形式 * 但两者的奇偶性是一致的，场量的空间

变化趋势是一致的 * 所以探求近似解对严格解的逼

进情况非常必要，在此就两种极端情况展开讨论 *
因超导是一种低速相对论效应，由（+）—（-），

（#%）式，对一般超导体［7—##］总有如下近似关系成立：
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)/ % # $ #
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/ 极限情形 * 由（##）式，对各 23(456

椭圆函数在原点 ! " / 处做 839:4; 展开［’］，取一阶或

二阶近似，可近似有
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这对有限厚超导体是普遍成立的 *

当
"
#’

/，由（.），（#%），（#’）式有(/’(，)/’#，

’’/，"’&，#$（/）’#/ * 从而得文献［#］的近似结

果与模型的严格解在
!
#’

/ 的取值是一致的结论 *
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由于 (’<，.’#，23(456 椭圆函数的周期性和加法

公式不再适用，问题（+）的 23(456 椭圆函数退化解不

能取自（#/）式推出的（##）式，而只能从（=），（7）式得

出其退化的双曲函数渐进解［+］为
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本式及以下各式中“ & ”，“ $ ”号的取法与（7）式相

同，且解的形式与半无限大超导体模型解的形式相

同［#］* 由（#=）式，进而对 !’/，!>(’(>(’<得原点

处取值为

+ ’ /，* ’ #，+@ ’ /，*@ ’ /，!/ ’ # * （#7）

由（#-），（#=）式，进而对 !’ ? "，有 !>(% (>(%
%
’
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，得 超 导 体 近 表 面 处 各 物 理 量 的 取

值为
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因此近似方法的结论［#］与严格解在
"
#’

<的渐进近
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似解是一致的 !

对
!
!

很大但有限，渐进解（"#）式在原点处不连

续，产生间断点，不宜直接作为问题（$）的近似解，而

文献的近似解［"］则很好地拟合了严格解的两种极限

情形的结果 !

$ % 结 论

本文借助文献的方法［&—#］给出了有限厚无限大

平板超导体模型的 ’()*+, 椭圆函数严格解，讨论了

严格解在极限情况下的渐进解与文献中近似方法［"］

所得结果的异同 ! 虽然等效近似结论不满足限定变

换的约束，但与严格解相比文献［"］中近似方法所得

结果，在整个超导体内既能反映出场量变化的趋势

又保持了场量的连续分布形态，且在极限情况下能

很好地逼进欠直观的严格解，因此文献的近似结

果［"］不失为一个直观有效的等效近似解 !
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