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用普通 ()* 方程作变换，构造变系数广义 ()* 方程的解，获得了变系数广义 ()* 方程新的 +,-./0 椭圆函数精

确解、类孤波解、三角函数解和 12023453,44 椭圆函数解 6
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方程（%）和（&）在流体力学、等离子体物理、气体

动力学等领域有重要的应用［%］，是物理学家和数学

家感兴趣的方程之一 6 为了求解非线性偏微分方

程，文献［%］利用 FG-H;@I) 变换，得到了（%）式具有

J,0I;2KL 性质条件下的解；文献［&］用截断展开方法

获得广义变系数方程新的精确类孤波解；文献［"］用

+,-./0 椭圆函数展开法，获得不含外力项的变系数

()* 方程的解；文献［#］利用 F,-H;@I) 变换研究了广

义 (J 方程的类孤波解；文献［M，’］利用扩展的双曲

正切函数法、文献［N］用反散射法研究了变系数存在

外力项的 ()* 方程的精确解；文献［=］用新的综合

的扩展方法，找到了变系数 ()* 方程的解；最近，文

献［7］用扩展的 +,-./0 椭圆函数展开法，获得了普通

()* 方程新的解；文献［%$］获得了 (J 方程的新解；

文献［%%，%&］用其他方法研究了非线性方程的解 6

本文用普通 ()* 方程作变换，构造含外力的变系数

广义 ()* 方程的解，获得了（%）和（&）式新的精确

解、类 孤 波 解、三 角 函 数 解 和 12023453,44 椭 圆 函

数解 6

& A 解的构造

对于普通的 ()* 方程
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式中!为常数 6 对 % 作行波变换 % E %（"），"E " O
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式中 & 为常数，’，( 为积分常数，%（"）&" %&（"）"
（ %（"））& 6 当 ’，(，&，!取不同的值时，（#）式的 % 有

下列的解：

%）当 ( E $，（#）式的 % 有 7 组 +,-./0 椭圆函

数解：
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式中 $，& 为实常数，()，.)，0) 为 23.456 椭圆函数，"
为模数 7

"）当 ’% 8 ’" 8 ’$，$ 8 1，且均为实常数，（’）式

的 # 有下列 " 组 23.456 椭圆函数解：
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$）当 % ! 1，( ! 1，! ! $
$&，!! # %

$&，（’）式的 #

有双曲函数和三角函数解：
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式中 $，& 为实常数 7
’）当 ! ! 1，（’）式的 # 有 <969=(>=9(( 椭圆函

数解：
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式中 $，& 为 <969=(>=9(( 椭圆函数不变量 7
为了利用（’）式作变换，将（’）式的 # 对"求

导，得

0" #
0"

" ! # #（"）" + "!#（"）+ "%
"!

，

0$ #
0"

$ !!$ # #（"）$ + $!#（"）" + *%#（"）+ *(! !
?（# #（"）+ !）@（$!），

0’ #
0"

’ !（-#（"）$ # %-!#（"）" # %,%#（"）

+ *!" #（"）+ *!% # %"(）@（*!
"）7 （"1）

对于非线性偏微分方程

*（+，+, ，+-，, ，+-，+-，-⋯.）! 1， （"%）

其中 . 是依赖于时间 , 的函数，为外力项 7 设（"%）

式有如下形式的解：

+ ! / + 0#（"），" !"（-，,），/ ! /（-，,），
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式中 #（"）为（’）式的解 7 将（""）式代入（"%）式，得到

关于
01#
0"

1 的方程，用（’）和（"1）式右边替换左边，合并
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有关!"（!） ! "!（!）" # $!（!）% # &’#!（!）# &’$!( )
"

%

的

同类项，并令它们的系数为零，从而可定得 &，’，!(
我们把这一方法，应用于求解含外力项的变系数广

义 )*+ 方程 (

" , 变系数广义 )*+ 方程（&）式的解

首先，将（%%）式代入（&）式，得到关于
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式中 )0 为 , 的任意函数，)&，)%，)"，). 和 )2 是受
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式中!由（&2）式决定 5其中 !*%，!*& 为类孤波解，!*’

为 63738.983.. 椭 圆 函 数 解 5 当 #" *，.,（!）"
9:,4（!），0,（!）" .304（!），+,（!）" .304（!），!* ⋯ !**

由 ;:0<=7 椭圆函数精确解退化为类孤波解；当 #"
2，.,（!）" .7,（!），+,（!）" *，0,（!）" 0<.!，!* ⋯ !**

由 ;:0<=7 椭圆函数精确解退化为三角函数精确解，

不再列出 5 由于解（&&）式不含 *，+，所以 !% " !’，

!& " !! 5

) > 方程（%）式的解

如果 取（&2）式 中 的 "’ " ,*，,* 为 常 数，由

（&2）—（&%）式得

- " #
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，") " 2，
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将（&)）式代入（%%）式，定得满足（%）式新的精确解为

! " #
"% ,&

* . (""!，$ # "% ,&
* 0（!）

!,* "*"
5 （&’）

用（’）—（*1）式中的 0*，0%，⋯，0*’，.，"分别代替

（&’）式中的 .，0（!），"，得到 *’ 组满足（%）式的新的

精确解、类孤波解、三角函数解和 63738.983.. 椭圆函

数解 5 式中!由（&)）式决定 5 解的情况类似于 & 5

’ > 结 论

方程（*）比（&）复杂，我们相信一个复杂系统的

物理行为包含着简单系统的物理行为，简单系统的

行为是复杂系统行为的特例，简单系统的解与复杂

系统的解，存在一定的联系 5 基于这一想法，本文用

普通 ?+@ 方程的（)）式作变换，构造含外力项变系

数广义 ?+@ 方程的解，获得了（*）和（%）式新的精确

解、类孤波解、三角函数解和 63738.983.. 椭圆函数

解，解的结果，用 A:BC3 进行了验算 5 而本方法是否

具有普遍的意义，能否应用于构造含外力项变系数

广义（% ( *）维和（& ( *）维的 ?+@ 方程的解，我们将

作进一步的研究 5
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