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当薛定谔方程中出现高次非谐振子势，电偶极矩势，分子晶体势，极化等效势等高次正幂与逆幂势函数以及它

们的叠加时，薛定谔方程的求解变得非常复杂，采用奇点邻域附近的级数解法与求解渐近解相结合，在多种相互作

用幂函数紧密耦合的条件下，得到势函数为 !（ "）( #’ "& ) #% "% ) #* " +" ) #" " +& 的径向薛定谔方程的一系列定态

波函数解析解以及能级结构 ,
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’ A 引 言

在一般文献中，对于薛定谔方程的解析解的研

究，只讨论了势函数为库仑势或谐振子势时的本征

波函数及其本征值（能级）的严格求解，对于复杂的

原子体系，其能量状态是由组成原子的各个粒子之

间的相互作用力决定的 , 各个电子除受到原子核的
中心库仑力的作用外，各个电子与电子之间还存在

非中心静电力的作用以及磁相互作用，加上内壳层

电子对原子核的屏蔽作用，电子与电子之间的关联

作用 , 上述作用力的存在以及中心场近似方法的使
用使得复杂的原子体系的薛定谔方程中有可能出现

高次非谐振子势，电偶极矩势，极化等效势等高次正

幂与逆幂势函数以及它们的叠加，这时薛定谔方程

的求解变得非常复杂，一般情况下无法求得解析解，

只能求得近似解［’—-］,
众所周知，高次非谐振子势与电子的径向半径

" 有关，一般正比于 "*，"" 等，BC5DE效应中外电场与
原子的相互作用势正比于 $"，电偶极矩势正比于
" + *，碱金属原子里德伯态相应的极化等效势［’］正比

于!" + " )""
+ & )#" + /，超强度外磁场中的氢原子除

库仑势之外，还有与 "% 成正比的磁相互作用势［%］，
总的势函数正比于!" + ’ )#"%，离子与中性原子之间
的相互作用势正比于 " + "，分子晶体中的 FG<<5DH3
1?<GI势［&］正比于 $’ " + & ) $% " + ’%，对于这样的高次

正幂与逆幂势函数，很难求出薛定谔方程的解析

解，一般采用单电子近似，先获得零级波函数，再

通过微扰法获得一级能级修正，进而获得一级波函

数，再次通过微扰法获得二级能级修正，进而获得

二级波函数等 ,
近年来，有不少学者寻求高次正幂与逆幂势函

数薛定谔方程的解析解［$—’&］，这对于丰富和完善量

子理论及其应用具有重要作用 , 人们已经找到了某
些特定正幂与逆幂势函数的线性叠加的一个解析

解，例如文献［$］得到了势函数 !（ "）( #"% ) %" + " )
$" + &的一个解析解；文献［’*］得到了非谐振子势
!（&）( &% J% ) ’ J（%&%）的一个解析解；文献［’-］得到
了分子晶体势函数 !（ "）( (’ " + ’# + (% " + &的一个能

级本征值的精确解；文献［’&］得到了谐振子势与库
仑势的叠加势 !（ "）( (’ "% + (% " + ’的一个能级本征

值的精确解 , 一般而言，在目前的情形下，为了要得
到上述势函数的一个精确解，需要对于各幂次项的

系数加以适当限制并且存在一定的关系 , 本文根据
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量子系统波函数必须满足单值、有界和连续的标准

条件，首先求出径向坐标 !!!以及 !!"时的渐近
解，然后采用奇点邻域附近的级数解法与求得的渐

近解相结合，通过幂级数系数比较法得到势函数为

"（ !）# #$ !% & #’ !’ & #( ! ) * & #* ! ) %的径向薛定谔方

程的一系列定态波函数解析解以及相应的能级结

构，并进行了适当讨论 + 本文解法与采用试探波函
数仅仅求出系统一个能级的解法大相径庭，但非常

严谨 + 更重要的是，本文解法对多种相互作用幂函
数紧密耦合的条件下，寻求系统的解析解提供了一

种严谨而有效的方法 +

’ , 径向薛定谔方程的渐近解

中心场条件下的径向薛定谔方程［$-］为

.’

. !’
（ !$）& ’!

"’（% ) "（ !））) &（ & & $）
![ ]’ （ !$）# "，

（$/）
记#（ !）# !$（ !），得到如下的径向薛定谔方程

#0（ !）& ’!
"
（% ) "（ !））) &（ & & $）

![ ]’ #（ !）# "+

（$）
采用原子单位，得到

#0（ !）& ’% ) ’"（ !）) &（ & & $）
![ ]’ #（ !）# "，

（’）
其中势函数为

"（ !）# #$ !% & #’ !’ & #( ! )* & #* ! )% + （(）
设最高正幂项系数 #$ 与最低逆幂项系数 #* 恒大

于零，即

#$ 1 "，#* 1 "，
令$# ’%，%$ # ’#$，%’ # ’#’，&$ # ’#*，&’ # ’#(，径

向薛定谔方程可写为

#0（ !）&［$ )%$ !% )%’ !’ )&’ ! )* )&$ ! )%

) &（ & & $）! )’］#（ !）# "， （*）
其中

%$ 1 "，&$ 1 "， （2）

! # "，! # !是（*）式的两个非正则奇点 + 需要讨论
奇点附近的渐近解 +
当径向坐标 !!!或者 !!"时，由（*）式得到

相应的渐近方程

#0（ !）)%$ !%#（ !）# "，（ ! ! !）， （%）

#0（ !）)&$ ! )%#（ !）# "，（ ! ! "）+ （-）

（%）式中的势函数只有一项，方程总共才两项，其解

#（ !）必须为指数函数，考虑到当 !!!时对#（ !）的
导函数中只须保留幂函数的最高次幂即可，容易由

（%）式求得渐近解

#（ !）3 456 ) $
* %" $ !( )* + （7）

考虑到当 !!"时对#（ !）的导函数中只须保留幂函
数的最低次幂即可，容易由（-）式求得渐近解

#（ !）3 456 ) $
’ &" $ ! )( )’ + （8）

(, 径向薛定谔方程的定态波函数解析
解和能级

同时考虑渐近解（7），（8）的存在，径向薛定谔方
程（*）的通解可写成

#（ !）# ’（ !）·456 ) $
* %" $ !* ) $

’ &" $ ! )( )’ +

（$"）
为了使波函数#（ !）保持有限性，要求 ’（ !）为洛浪
（9:;<4=>）级数退化成的有限项幂函数之和

’（ !）# #
(

) # ) (
*)!’)& +， ( # "，$，’，⋯ （$$）

其中指标 + 一般由指标方程［$7］确定，在本文中，势
函数各项的幂指数均为整数，因而指标 + 为零或者
为正整数 + 本文将在后面介绍用另外的方法———由
势函数各幂次项的系数满足的约束条件确定指

标 + +
如所周知，指数函数随变量增加的增长速度高

于幂函数随变量增加的增长速度，因而有

?@A
!!!

!’(& + 456 ) $
* %" $ !* ) $

’ &" $ ! )( )’

# ?@A
!!!

!’(& +

456 $
* %" $ !( )*

# " + （$’）

同理

?@A
!!"

! )’( 456 ) $
* %" $ !* ) $

’ &" $ ! )( )’

# ?@A
!!"

! )’(

456 $
’ &" $ ! )( )’

#
’# $B !

?@A
’!!

’
’(

456 $
’ &" $’( )’

# " + （$(）

由（$’），（$(）和（$$）式知，波函数满足有限性要求 +
对#（ !）求微商
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!!（ !）" #$% & ’
( "! ’ !( & ’

) #! ’ ! &( ))

* & "! ’ !+ , #! ’ ! &( )+ · "（ !）, "!（ !）

* #$% & ’
( "! ’ !( & ’

) #! ’ ! &( )) ，

!-（ !） [" （"’ !. ,#’ ! &. & ) "’#! ’ & + "! ’ !)

& + #! ’ !)）"（ !）, )（& "! ’ !+

, #! ’ ! &+）" !（ !）, " -（ ! ]）
* #$% & ’

( "! ’ !( & ’
) #! ’ ! &( )) /（’(）

将（’(）和（’’）式代入径向薛定谔方程（(）

"
#

$ " & #
%$!)$, {& ! &(［（($ , ) & & +） #! ’ &#)］

, ! &)［（)$ , &）（)$ , & & ’）& ’（ ’ , ’ }）］
,"

#

$ " & #
%$!)$, {& ( , ) "’#! ’

& !)［（($ , ) & , +） "! ’ &") }］ " 0， （’1）

令

$$ "（)$ , &）（)$ , & & ’）& ’（ ’ , ’），

(! " ( & ) "’#! ’，
（’.）

（’1）式可改写为

"
#

$ " & #
%$!)$, {&［（($ , )& & +） #! ’ &#)］!&(

,$$!&) , (! & !)［（($ , )& , +） "! ’ ,") }］
" 0/ （’2）
为了使得到的波函数满足简洁性的要求，不妨令

（’’）式中的 # " ’，并且 %0 " ’ / 将（’1）式展开，经化
简得

& !&,( %’［（) & , 2） "! ’ ,")］

, !&,) %’［%’ (! &（) & , +） "! ’ ,")］

, !&［%’$’ , (! & % &’（（) & & ’） "! ’ ,")］

, !&&)［% &’ (! ,$0 , %’（（) & , ’） #! ’ &#)］

, !&&(［（) & & +） #! ’ &#) , % &’$&’］

, % &’ !&&.［（) & & 2） #! ’ &#)］" 0， （’3）

!为独立变量，由（’2）式得到指标 &，角动量量子数
’，以及幂函数各项系数")，#* 之间必须满足的联立

方程组

（) & , 2） "! ’ ,") " 0， （’4）

（) & & 2） #! ’ ,#) " 0， （)0）

（) & & +） #! ’ &#) , % &’$&’ " 0， （)’）

%’ (! &（) & , +） "! ’ ,") " 0， （))）

%’$’ , (! & % &’（（) & & ’） "! ’ ,")）" 0，（)+）

% &’ (! ,$0 , %’（（) & , ’） #! ’ &#)）" 0/（)(）
进而获得

#) 5 #! ’ " ) & & 2， （’4!）

") 5 "! ’ " &（) & , 2）， （)0!）

% &’ " & ( #! ’ 5$&’， （)’!）

%’ "（’)3#’ $! ’ &$0$)
&’）5（( #! ’$&’（)$&’

,$’））， （))!）

3$’（.(#’）
) , .(#’ "! ’$&’［（)$&’ ,$’）

)

& )$0（)$&’ &$’）］&$’$)
0$+

&’ " 0， （)+!）

(! " ) "’#! ’ &
’. "’#! ’$&’（)$&’ ,$’）

’)3#’ "! ’ &$0$)
&’

/（)(!）

为了得到定态波函数!（ !）和能级 (!，必须进一步
确定（’’）式中的指标 &，为此，先设定量子数 ’，再由
判定条件（)+!）确定指标 &，进而确定")，#*，$$，最

后得到定态波函数!（ !）和能级 (! /

举例 设 ’ " 0，& " 0，由（’4!）式得#) 5 #! ’ "

& 2，") 5 "! ’ " & 2，虽然满足（1）式，但是由（)+’）式

得#’ "! ’ " & ’(2，#’ 却不满足（1）式，因而当 ’ " 0
时，&#0 /

设 ’ " 0，& " ’，由（)+’）式得#’ "! ’ " & )1
.(，不

满足（1）式，因而当 ’ " 0时，&#’ /

设 ’ " 0，& " )，由（)+’）式得#’ "! ’ " 0，不满足
（1）式，因而当 ’ " 0时，&#) /

设 ’ " 0，& " +，由（)+’）式得#’ "! ’ " 0，不满足
（1）式，因而当 ’ " 0时，&#+ /
设 ’ " 0，& " (，由（’.）式得$& ’ " )，$0 " ’)，$’

" +0；由（)+’）式得

#’ "! ’ " & ((1
.( , ((1( ).(

)

, ( * ’+1!( )’)3
) " 0/’(31/

#’ 满足（1）式，因而当 ’ " 0时，& " (/并求得

#’ " 0 /’(31"&’5(
’ ，#) "#’，

") " &（) & , 2）"’5)
’ " & ’1"’5)

’ ，

% &’ " &
( #! ’

$&’
" & 0 /22’"&’5(

’ ，
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!! "（!#$!! "! ! %"&"#
%!）’（( !! !"%!（#"%! )"!））

" % &*#++#!’(
! *

径向波函数

$（ "）" ! % &*#++#!’(
! "# % & *++!#%!’(

! " %( )# "(

, -./ % !
(#

!’#
! "( % & *!0##%!’(

! " %( )# ，

能级

#$ " &，% " ( " # #!!! ! %
!1 #!!! !"%!（#"%! )"!）

!#$!! #! ! %"&"#
%!

" !2 *#3##!’(
! *

遵循同样的途径可求得量子数 $ 等于其他数时对应
的指标 %，如表 !所示 *
根据表 ! 所列数据并利用（#(’），（!&）和（!!）

式，可求得相关能级及对应的波函数，如表 #所示 *

表 ! 角动量量子数 $ 与对应的指标 % 以及#&，!’，"( 之间的关系

$ % "% ! "& "! !!（#% !’#
! ） !#（#% !’(

! ） ##（#!’#
! ） ! % !（#% !’(

! ） !!（#!’(
! ）

& ( # !# 3& &4!($2 &43$2( % !24& % &4++! % &4#++

! # % # & !& &4!(! % !4!#2 % !!4& % &4+2& % !4&&&

# 3 % 1 & !( &4&#3( % &4!23 % !34& &4!&# % &4&1#2

3 & % 1 % !# % !& 1422+ % !+40#( +4& !4+&+ &4+2!

( & % !( % #& % !$ 2+4(## % 234&(1 +4& #4!12 &42++

2 & % #( % 3& % #$ #214&# % !!#4&& +4& #411+ &4(#$

1 & % 31 % (# % (& $!14!& % !0040+ +4& 34!+( &43(2

表 # 几个低激发态能级与对应的定态径向波函数

能级编号 （ $，%） 能量（#!’(
! ） 径向波函数$（ "）

#! 3 & &4$1+3 （! ) &*+2!#!’(
! "# ) ! *+&+#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % ! *#$#% !’(

! " % #）

## ! # (4+2&& （! %#!’(
! "# ) & *+2#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % ! *$1#% !’(

! " % #）

#3 ( & $4##$& （! ) &*2++#!’(
! "# ) # *!12#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % 3 *+$0#% !’(

! " % #）

#( # 3 !&4!&& （! % &*&1#2#!’(
! "# ) & *!&##% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % & *&+12#% !’(

! " % #）

#2 & ( !24#3# （! % &*#++#!’(
! "# % & *++!#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % & *!0##% !’(

! " % #）

#1 2 & ##41+! （! ) &*(#$#!’(
! "# ) # *11+#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % $#% !’(

! " % #）

#+ 1 & (24232 （! ) &*3(2#!’(
! "# ) 3 *!+(#% !’(

! " % #）-./（ % &*#2#!’#
! "( % !( *#$(#% !’(

! " % #）

(4 讨论与结论

本文对势函数为 )（ "）" *! "1 ) *# "# ) *3 " % ( )
*( " % 1的径向薛定谔方程进行了求解，根据量子系统

波函数必须满足单值、有界和连续的标准条件，首先

求出径向坐标 ""5以及 ""&时的渐近解，然后采
用奇点邻域附近的级数解法与求得的渐近解相结

合，确定指标 % 以及幂函数各项系数的约束关系，通
过幂级数系数比较法得到该势函数条件下的径向薛

定谔方程的一系列定态波函数解析解以及相应的能

级结构 * 本文解法与采用试探波函数仅仅求出系统
一个能级的解法大相径庭，但非常严谨 * 更重要的
是，本文解法是对多种相互作用幂函数紧密耦合的

条件下，寻求系统的解析解提供了一种严谨而有效

的方法 *

! 4 要得到上述势函数的径向波函数$（ "）的满
足有限性要求的解析解，幂函数各项的系数之间必

然存在某种约束关系，如（!0’），（#&’）和（#3’）式所
示 * 换言之，幂函数之间存在紧密耦合关系 *

# 4 在求解库仑势对应的径向薛定谔方程时，主
量子数 +，径向主量子数 + 6 与角量子数 $ 之间存在
关系 + " + 6 ) $ ) !* 本文不存在这种关系，本文（!1）
式中的 $ 可取任何正整数 *

3 4 本文中的各能级均大于 &，系统各态都处于
正能量状态 * 这与谐振子势条件下，系统均处于正
能量状态类似 *

( 4 当 $#(时，可求得对应的指标 % 均等于 &，
并且能级随 $ 增加而增加 * 这是由于随 $ 增加，电
子椭圆轨道的贯穿效应和极化效应明显减弱，势函

数项 "1 的效应明显增强的缘故 * 当 $ " &时，求得对
应的指标 % " (，这时 #$% " #&(大于 #!#，##3，#3&三能
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级，估计这也是由于对 ! ! "而言，定态波函数发生
扩展，同样使得电子椭圆轨道的贯穿效应和极化效

应明显减弱，势函数项 "# 的效应明显增强的缘故 $
% & 当取（’’）式中 # ! (时，通过比较系数法，可

求得（’）式的另一套波函数与能级 $ 可视为（’）式的
解析解的另一分支，前述求得的波函数与能级可视

为（’）式的解析解的主值分支，对于 # ! ( 的情形，
此时指标 !，角动量量子数 $，以及幂函数各项系数

!%，"% 之间必须满足不同于（’)）—（(*）式的联立方
程组 $ 解析解的数学形式将更为复杂 $ 从简单性出
发，我们在主值分支内考虑问题即可 $

［’］ +, - .，+, / 0，1234 5 6 (77( &’%# $ (’)! $ !! ’(7
［(］ +, - .，893 : . ’;;< &*++,# $ -’.*" $ (’)! $ "# (<;
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