
强耦合混沌系统中的近似同步!

吴 晔!）"）#） 肖井华#） 占 萌!）$

!）（中国科学院武汉物理与数学研究所，武汉 %#&&’!）

"）（中国科学院研究生院，北京 !&&&%(）

#）（北京邮电大学理学院，北京 !&&)’*）

（"&&*年 !!月 "#日收到；"&&*年 !"月 "’日收到修改稿）

以单向驱动耦合 +,-./0振子一维链为研究对象，研究振子间的混沌同步行为 1 数值计算结果表明，对于变量 !
驱动 " 的耦合方式，在合适的耦合强度下，会出现第一个振子和第二个振子不同步，而与次近邻非直接连接的振子
（如第三个振子）近似同步 1 进一步研究表明，出现这一现象的原因是在大耦合强度下，对于这种驱动方式，第一个
振子和第二个振子间出现驱动单变量近似同步；虽然它们之间未出现所有变量的完全同步，但是驱动信号事实上

已经传递下去了 1
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! A 引 言

混沌同步以其在保密通信，生命科学等领域的

重要应用前景而受到广泛的关注，从 B.@,-8 和
C8--,::提出一个非常简单的混沌驱动同步的模型［!］

以来，混沌同步研究发展迅猛 1 各种各样的同步形
式被发现，比如完全同步［"—%］，广义同步［2—(］，相同

步［’，!&，!!］，滞后同步［!"］，反相同步［!#，!%］1 完全同步是
最普通和最简单的一种同步方式，两个混沌系统最

终完全步调一致；广义同步指被驱动系统的输出是

驱动系统的函数；相同步指两个系统间的相位大致

同步而振幅没有明显关系；滞后同步指两个混沌系

统之间差一个确定的时间常数；反相同步指两个混

沌系统的相位严格差!角度 1 除此之外，人们也发
现在耦合非完全相同的混沌振子系统中，随着耦合

强度的增强，振子将以近似一致的方式趋于完全同

步［!"，!2］1 我们称这种同步方式为近似同步 1 显然，
在这种条件下，完全同步是近似同步在无穷强耦合

强度条件下的极限情况 1 本文将研究强耦合完全相
同系统中的近似同步 1 发现不仅可以是整个系统出
现近似同步，也可以是系统单个变量之间出现近似

同步 1

我们以单向驱动耦合 +,-./0 振子一维链［!*］为
研究对象研究振子间的混沌同步行为 1 我们发现对
于一类耦合方式，在第一个振子驱动第二个振子的

强度超过同步所需的最大耦合强度，而其他振子间

的驱动强度在同步稳定区的时候，第一个振子和第

二个振子不再同步，却与其他振子近似同步 1 也就
是说，第二个振子“似乎”没有接收到第一个振子的

信号，却传递了第一个振子的同步信号 1 由于第一
个振子和第三个振子没有直接连接却实现了近似同

步，所以我们称这种同步方式为非直接连接近似同

步 1 本文将主要通过数值模拟描述这一现象的发生
并简单解释其原因 1

" A 非直接连接近似同步与单变量近似
同步

我们关注 # D #的一维单向驱动耦合 +,-./0振
子，驱动方式是 ! 信号驱动 " 变量 1 第一个振子驱
动第二个振子的强度与第二个驱动第三个振子的强

度不一样 1 描述系统的方程为
"·! D!（!! E "!），

!·! D""! E !! E "! $!，

第 2*卷 第 (期 "&&’年 (月
!&&&6#"(&F"&&’F2*（&(）F2!!(6&2

物 理 学 报
GC3G BHI4JCG 4JKJCG

L,:12*，K,1(，4.?M.7N.-，"&&’
"

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
"&&’ C;9/1 B;OP1 4,@1



!·! " "! #! #!!!，

"·$ ""（#$ # "$）%#!（#! # #$），

#·$ "$"$ # #$ # "$ !$，

!·$ " "$ #$ #!!$，

"·& ""（#& # "&）%#$（#$ # #&），

#·& "$"& # #& # "& !&，

!·& " "& #& #!!& ’ （!）
我们选取"" !(，$" $)，!" !’ 在这套参数下，

*+,-./振子表现出典型的双螺旋混沌行为，#!，#$ 为

驱动强度，#!!#$ ’ 对于这种单向驱动的耦合振子
系统，首先来看只有两个振子时的同步情况 ’ 在图 !
画出了其最大横截李亚普诺夫指数随耦合强度的变

化图 ’

图 ! 最大横截李亚普诺夫指数随耦合强度的变化图（图中最大

李亚普诺夫指数第一次和第二次穿过 (值对应的耦合系数分别

为 01&和 !21!）

从图 !可以看出，最大李指数只有在合适的耦
合强度（01& 3#3 !21!）下才小于 (，也就是说，在这
种驱动方式下，只有耦合强度在一定范围内，混沌同

步才是稳定的，耦合强度过大或过小都不会完全同

步 ’ 这种耦合方式很显然不同于以往经常研究的别
的耦合方式（随着耦合强度的增强，混沌同步的稳定

性也增强），由此我们期望有新的现象出现 ’ 事实
上，在文献［!4，!)］中已经研究了与此相对应的最短
波长分岔和同步尺寸效应 ’ 我们固定#$ 在稳定区

内（01& 3#$ 3 !21!），然后慢慢改变#!，在#! 也在稳

定区（01& 3#! 3 !21!）时，三个振子出现了完全同

步 ’ 继续增加#! 跃过 !21!时，三个振子间不再完全

同步，直观上，人们会认为随着增加#!，第一个振子

和第二个振子之间的同步被破坏，再往下的同步信

号的传递将变得不可能 ’ 但是我们发现了一个奇特
的现象，即第一个振子和第三个振子达到了近似同

步，虽然第二个振子和它们没有实现同步，见图 $ ’
比较图 $中（5），（6），（7）可以看到第一个振子

和第三个振子的吸引子近似，但与第二个振子的吸

引子完全不同，再看（8），（-），（ 9），可以看出它们之
间三个变量都达到了近似同步，其中 " 变量的同步
最好 ’ 显然是第一个振子和第三个振子达到了近似
同步，而第二个振子被跳过 ’ 在本文中我们研究一
维单向链系统，第三个振子与第二个振子近邻耦合，

其只能通过第二个振子的传递作用被第一个振子同

步 ’ 这时我们要问，同步信号的传递路径是什么，这
个路径“似乎”是跃过了第二个振子直接跑到第三个

振子上 ’ 为此在（:），（;），（<）我们画了第一个振子
与第二个振子三个对应变量间的关系 ’ 很惊奇地发
现，第一个振子和第二个振子的 # 变量事实上也达
到了近似同步，也就是原来第二个振子并非完全没

有接收到第一个振子的信号 ’ 这样整个系统间信号
传递的路径也就明晰了，先是第一个振子与第二个

振子的 # 变量达到了近似同步，由于驱动方式的特
点（只需 # 单个变量），把信号传递到了第三个振子
上，甚至继续传递下去 ’
我们进一步研究在什么时候会出现这种非直接

连接近似同步，也就是看耦合强度满足什么条件的

时候，会出现振子间的单变量近似同步，为此画出了

两个振子间三个对应变量间的相关系数随耦合强度

的关系图（图 &（5））’
从图 &（5）可以很清楚地看到，在耦合强度超过

失稳区的时候，三个变量的相关系数都随之减小，也

就是同步失稳了，三个变量都不再同步，然而随着耦

合强度的继续增加，# 变量的相关系数反而随着耦
合系数的增加而变大，也就是 # 变量之间发生了近
似同步 ’ 为了更清楚地看 # 变量随着耦合强度是怎
样趋近于近似同步，我们定义一个量 $（ %，&）"〈（ #&

# #%）
$〉，〈〉表示长时间的统计平均值，并在图 &（6）

中画出 $（!，$）随耦合强度的变化的关系 ’ 随着耦
合强度的加大，#! 和 #$ 是通过近似同步的方式单

调地趋于完全同步 ’ 在插图上可以看出，$（!，$）随
着耦合强度的增加是幂指数衰减，显然只有在耦合

强度无限大时，$ 才会等于 (，才能实现完全同步 ’
由此可见，对于 *+,-./系统变量 # 加在 " 上的驱动
方式（不一般的区间同步方式，如图 !），不断增加的
驱动强度虽表现为整体系统的非同步化，但也带来
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图 ! 三个振子的吸引子图与振子间对应变量的关系图，!" # $%%，!! # "%

图 $ （&）第一个振子和第二个振子三个变量间的相关系数随耦合强度的关系图；（’）第一个振子与第二个振子的 ! 随耦

合强度的关系图

另一种形式的部分同步（单变量 " 的近似同步）的
程度的不断增强 (
对于 # 大于 $的 )*+,-.振子链!" # $%%，!! #!$

#!/ #⋯!# # ""（图 /（&）），同步信号会经过第二个

振子，第三个振子，第四个振子往下传，但是由于这

里不是完全同步，所以在传递的过程中，同步的信号

会逐渐变弱 ( 计算每个振子与第一个振子的!（ $，%）
（图 /（’）），可以看出信号传递的效率 ( 这时改变!"，
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图 ! （"）每个振子的 !变量 !#，!$，!%，!!，!& 的时序图（图中的插图是局部放大）；（’）"（ #，$）随耦合强度的变化图

固定!$ (!% (!! (⋯ (!% ( ##)从图 !（’）很明显看到

随着耦合强度的增加，第三个振子的 "（#，%），第四
个振子的 "（#，!），第五个振子的 "（#，&）都在衰减，
也就是所有振子的 ! 变量在以近似同步的方式走
向同步，但同时随着振子数的增多，同步效率也在逐

渐衰减 )
更进一步的研究表明，在同步混沌态稳定区间

（&*% +!# + #,*#），系统表现为两个混沌吸引子（一

个为同步的混沌吸引子，另一个为被驱动系统内新

增的吸引子）之间的竞争，随着驱动强度的增加，同

步的混沌吸引子的稳定性逐渐减弱（这一点可以从

图 #的最大横截李指数图中看出），新增加的由耦合
引起的吸引子逐渐取代同步混沌吸引子的地位，在

!# ( #,*# 之后，变成唯一独占的一个稳定的吸引

子 ) 我们观察到同步混沌吸引子的吸引域逐渐塌缩
（!# + #,*#）并最终成空集 ) 由此在!# ( #,*# 之外，

我们将观察不到通常情况下的失同步行为：开关

阵发［#,］)

% * 结 论

我们在单向驱动耦合 -./012振子链中发现了非
直接连接近似同步，并指出了这种非直接连接近似

同步是由于大耦合条件下单变量的近似同步引起

的 ) 这是一个新的物理现象，是对于图 # 所代表的
一大类在大耦合条件下驱动系统与被驱动系统不能

实现完全同步的多个系统中出现的带有普遍性的一

种现象 ) 这一现象的发现或许对混沌的实际应用
（如耦合混沌系统的信号传播问题，混沌的控

制［$3，$#］）也有很好的利用价值 )
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