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首先得到了封闭形式的电偶极子处于任意位置时电场分布的公式，它是一个线性变换，称其变换矩阵为传递

矩阵 (并给出了传递矩阵的具体表达式和许多有用的性质，得到了传递矩阵的逆矩阵，导出了利用电场分布来确定
单个或者多个偶极子源位置矢量和电偶极矩矢量的公式 (对单个偶极子源的计算表明，如果测得两点的电场分布
相同，就可以确定偶极子处于它们连线的中点上 (
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" < 引 言

电偶极子是生物研究中经常用到的模型 (目前
认为，在大脑中，脑神经元的兴奋伴随着电流的产

生，伴随脑内神经元的兴奋而产生的兴奋性突触后

电位（+=>=）是产生能被记录到的脑电活动基础 (
+=>=电流在突触处的 ?.@从细胞外流向细胞内时，

称为电穴（A/;B），按细胞电流分布原理，在此神经细
胞附近的树突上便有一同等大小的电流从细胞内进

入细胞外液中，此处称为电源（AC4D19）(细胞内液体
是一导体 (细胞膜类似一个电容器，因此一对具有相
同强度、电荷相反的电穴和电源便构成了一对电偶

极子 (这些偶极子在脑皮层形成了一定的电场分布，
最终能提供它所代表的脑组织的活动信息［"—E］(人
们可以通过测量脑球体外的电场分布来确定脑电荷

偶极子的位置和方向 (从头皮脑电分布推算脑电活
动源的脑电偶极子源定位问题的研究，对于脑认知

功能的研究有重要的科学意义和临床应用价值［$，*］(
在我们生活的空间，偶极子无处不在 (因此，通过测
定电偶极子形成的电场来确定电偶极子的分布，即

解决电偶极子源定位问题，是一件十分重要的工作 (
目前对偶极子源定位问题的研究，主要集中在

模型的选择［&］、偶极子源定位的方法及源定位精确

性等前沿课题 (在这些模型中，单偶极子模型是一种

重要模型 (而定位方法常采用有限元法、单纯型法等
数值计算方法［)，’］(对于数据处理，也提出了许多方
法，其中 F.-C4A/ 提出了包括表面拉普拉斯滤波
（ A4DG.19 H.I0.1/.; G/089D/;J），时域频域分析（ 8/-9
GD9249;1K .;.0KA/A），噪声归一化（;C/A9 ;CD-.0/L.8/C;），
以及独立分量分析（ /;:9I9;:9;8 1C-IC;9;8 .;.0KA/A）
等计算方法［M］(这些方法已经在医学临床方面得到
了应用［*］(但这些方法都是基于电位的，基于电场矢
量模型的方法几乎没有见到 (
根据库仑定律，不难求出处于坐标原点偶极子

产生的场分布为［"#］

!（ !，!）N
"#

$!"# !E
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其中 "# 为电偶极矩 ## 的大小，"O ! 是偶极子到观测

点 # 连线方向的单位矢量，"O# 为垂直于 "O ! 方向的单

位矢量，!为 ## 与 "O ! 的夹角（参见图 "）(
对（"）式研究发现，利用它来求偶极子的位置是

很困难的 (因为该公式首先是假定了偶极子处于坐
标原点，即使对它进行坐标修正，由于我们无法知道

偶极子所处位置与观测点的连线，因此无法得到

1CA!，A/;!，以及 "O ! 和 "O# 等信息 (（"）式也不是 ! N
$（#）的封闭形式，不能够直接求解出 # N $ P "（!），
因此有必要对（"）式进行变形，并从中找出求解偶极
子位置的方法 (
本文首先得到了 ! N $（ #）的封闭形式，它可以
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图 ! 偶极子的场

用一个线性变换表示，我们称这个变换矩阵为传递

矩阵 "然后，我们证明这个矩阵是满秩的，因此存在
逆矩阵，从而得到了 ! # ! $ !（"）的封闭形式 "最后，
我们利用这个理论公式，具体求解了几个不同场分

布的偶极子位置 "

% "电偶极子在坐标原点时的传递矩阵

将图 !中的 !& 分解到 #’ "，#’! 两个方向，得到
!& # #& ()*"#’ " $ #& *+,"#’! " （%）

将（%）式代入（!）式得

" # !
-!#& ".
［.#& ()*"#’ " $ !&］" （.）

由于 #& ()*"# !&·#’ "，于是

" # !
-!#& ".
［%#’ "#’ " $ $］!&， （-）

设 % # .#’ "#’ " $ $，则

" # !
-!#& ".

%!& " （/）

由（/）式可以得到下面 .个结论：
!）其电场强度与偶极子矩 !& 成线性关系，即不

仅与 #& 成正比，而且其方向是 !& 方向的旋转，旋转

角度与 !& 无关，这是从（!）式不能直观看出的 "
%）对于给定的观测点，矩阵 %是一个确定的对

称矩阵，它仅是从偶极子到观测点连线方向 #’ " 的函

数 "这表明，沿着 #’ " 方向的空间各点，它们具有相同

%矩阵 "也就是说，沿着 #’ " 方向的空间各点电场方

向相同 "
.）处于同一个位置的多个偶极子 !$ 对所产生

的电场满足叠加原理，即它们的合成场等于偶极子

叠加形成的总偶极子的场

" # !
-!#& ".

%&， （0）

其中 ! # !
$
!$ 是多个偶极矩叠加后的总偶极矩 "

由（0）式可以看出，只要知道矩阵 %，就可以容
易得到偶极子所产生的电场的大小及方向 "而且，矩
阵 % 与偶极子 !$ 的大小和方向均无关，因此它可

以作为一个描述偶极子场与源关系的量，我们称之

为偶极子场的传递矩阵 "对于观测点 ’（%，&，’）其具
体形式为

% # !
"%

.%% $ "% .%& .%’
.&% .&% $ "% .&’
. ’% . ’& . ’% $ "


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




%

"（1）

传递矩阵 %具有如下性质：
!）对称性
由（1）式可以看出 % # %(，说明 % 是对称

矩阵 "
%）相对于原点的对称性

%（%，&，’）# %（$ %，$ &，$ ’）"
说明相对于坐标原点对称的两点场强相同 "
.）行列式的值是常数 %

% # !
"%

.%% $ "% .%& .%’
.&% .&% $ "% .&’
. ’% . ’& . ’% $ "









%

# % " （2）
-）传递矩阵 %的逆矩阵
因为矩阵 %行列式的值为 %（ ""&），所以它存

在逆矩阵，经过简单运算得到

%$! # %
"%

$（.&% 3 . ’% $ "%） .%& .%’
.%& $（.%% 3 . ’% $ "%） .&’
.%’ .&’ $（.%% 3 .&% $ "%









）
" （4）

用 % $ !左乘（0）式的左右两边得
!& # -!#& ". %$!（ ’）"（ ’）" （!&）

（!&）式是用电场的分布计算偶极子的表达式，它表
明，通过测量空间电场的大小及方向可以确定电偶

!2!/4期 吴重庆等：电偶极子源定位问题的研究



极子的偶极矩 !
"）特征值和特征向量
对于矩阵，可以写出下面的形式：

!"! #!"! ! （$$）
通过计算得出 ! 的特征值为! # % $，& !所对应的
特征向量分别为

"$ # $
"

% #
$


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





’
，"& # $

"

% %
’









$
，"( # $

"

$
#









%
，

（$&）
可以得出 "$，"& 与 #) " 垂直，而 "( 与 #) " 平行，"$，"&

均与 #) " 正交，但是 "$，"& 不正交 !特征向量的物理
意义在于：如果 "’ 等于上述特征矢量，那么在 #) " 这

个方向上的电场不会旋转 !
比如，当 "’ 取 "$，"& 时，电场为

$ # % $
*!"’ "(

"’， （$(）

当 "’ 取 "( 时，电场为

$ # &
*!"’ "(

"’ ! （$*）

值得注意的是，由于 $，#，% 取值不同，特征向量
"$，"&，"( 并不是确定的 !

( ! 任意位置偶极子场的传递矩阵

假定偶极子不在坐标原点，而处于空间任意一

点 %’，如图 & !

图 & 偶极子不在坐标原点

在这时，（(）式中的 #) % 应换为 #) %+，因为 %+ # % %

%’，#) %+ # %+ , %，代入（(）式得到

$ # $
*!"’ "+ (

(
"+ &（ %% - %’ %’ % %%’ % %’ %）%[ ]& "’，

（$"）
式中的四项并矢均可写成矩阵的形式

%% #
$& $# $%
$# #& #%
$% #% %









&

，

%’ %’ #

$&
’ $’ #’ $’ %’

$’ #’ #&
’ #’ %’

$’ %’ #’ %’ %









&

’

，

%%’ #

$$’ $#’ $%’
#$’ ##’ #%’
%$’ %#’ %%









’

，

%’ % #

$’ $ $’ # $’ %
#’ $ #’ # #’ %
%’ $ %’ # %’









%
! （$.）

定义 ! # $
*!"’ "+ (

(
"+ &（ %% - %’ %’ % %%’ % %’ %）%[ ]& ，

同样可以得到

$ # !（ %，%’）"’ ! （$/）
可以看到（"）式是（$/）式中 %’ # ’ 的特殊情况 !由
（$/）式，我们可以得出位于坐标系中任意一点的偶
极子所产生的电场 !同样，我们可以得到

"’ # !%$（ %%’）$（ %）， （$0）
而且（$0）式也是满足叠加原理的

$ # !
!
!（ %，%!）"! ! （$1）

* ! 空间中单个电偶极子位置的确定

利用（$0）式，我们可以得到空间中的单个偶极
子的位置大小及方向 !设两个观测点为 &，’，取 &，
’ 连线的中点为坐标原点，如图 (所示 !

图 ( 计算偶极子的位置

假设 &，’ 两点的坐标为 %&（(，’，’）和 %’（ % (，

’，’），&’ 的长度为 &(；&，’ 两点的电场强度分别
为 $&，$’ !此处 (，$&，$’ 均是可测量的量，为已

知数 !
我们的任务是求出偶极子 "’ 的坐标 %’（ $，#，

%）和 "’ #［)$，)#，)%］
2 等六个未知数 !

利用（$/）式，可以得到如下关系式：
$& # &!&"， （&’）
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!! ! !"!#， （"#）

其中 " ! #
$!!% #&"
，! ! #

$!!% #&!
，

#"" !（$ ’ %）" ( &" ( ’"，

#"! !（$ ( %）" ( &" ( ’" )
我们假定电偶极子不处于两个观测点的任何一个，

从而 #"!%，#!!%，

"" !

*（$ ’ %）" ’ #"" *&（$ ’ %） * ’（$ ’ %）

*&（$ ’ %） *&" ’ #"" *&’

* ’（$ ’ %） *&’ * ’" ’ #"











"

，

"! !

*（$ ( %）" ’ #"! *&（$ ( %） * ’（$ ( %）

*&（$ ( %） *&" ’ #"! *&’

* ’（$ ( %） *&’ * ’" ’ #"











!

，

因此由（"%）与（"#）式得到
!"!!" ! """!! ) （""）

方程（""）是仅含有 $，&，’ 三个未知数的矩阵
方程，通过解此方程可以确定电偶极子的位置

$%（$，&，’）)再将 $%（ $，&，’）代入方程（#+），可求出
偶极矩 #% )
例 ! 如果测得 !, ! !- ! !%，代入（""）式，解

方程得

$%（$，&，’）! %，
说明电偶极子处在 ,-连线的中点 )可以写出 ",，

"- 的表达式

", ! "- !
"%" % %
% ’ %" %
% % ’ %









"

， （"*）

将（"*）式代入（"%）和（"#）式得

!% ! #
$!!% %&

"%" % %
% ’ %" %
% % ’ %









"

#%，（"$）

可以解出

#% ! "!!% %*

(%$

’ "(%&

’ "(%









’

) （"&）

例 #的结果说明，只要我们测的两点的电场相等，我
们就可以轻而易举的确定偶极子的位置和大小 )
例 " 如果测得 !, !［ (，*(，%］.，!- !［/，

’ */，%］.，将其代入方程（""），可得到
$%（$，&，’）!（%，%，%），

#% !［+!!% %* (，%，%］.，

这说明电偶极子处于 "! 连线的中垂线上距"! 为 %
的位置，#% 的方向与 "! 垂直，大小为 +!!% %* ( )

& )多偶极子源定位问题

当空间中分布着 ) 个电偶极子时，为解决它们
的定位问题，必须要获得 0) 个参数，也就是要获得
") 个不同位置的电场强度 )为此，我们以下标 * 和 +
表示观测点的序号，以下标 , 表示电偶极子的序
号，由（#1）式可得

!% ! "
2

3 ! #
"*,（ $*，$,）#, （ * ! #，⋯，)），（"0）

和

!& ! "
2

3 ! #
"+,（ $+，$,）#, （ + ! #，⋯，)）)（"4）

以每个传递矩阵作为一个 *) 5 *) 大方阵的子矩
阵，即定义 ’ !［"*,］*) 5 *)和 ( ! "+,」*) 5 *)，并将

! 6，! 7 和 #, 做成一个大的列向量，分别写为 !-，

!. 和 )，从而得到

!- ! ’) （"+）
和

!. ! ()， （"1）
于是我们可以得到仅含有多个偶极子位置参数作为

未知量的方程组

’ ’# !- ! ( ’# !. ) （*%）
解这个方程组，即可确定偶极子源的位置分布，然后

用（""）式求逆，即可得到各个点上的偶极子大小及
方向 )具体求解可借助于计算机的数值计算方法 )

0 8 结 论

本文得到了封闭形式的电偶极子处于原点或者

任意位置时产生的场的公式（#4），它是一个线性变
换 )称这个变换矩阵为传递矩阵，并给出了传递矩阵
的具体表达式，从而可以较为方便的得到空间中电

偶极子所产生的电场 )本文对于传递矩阵进行了深
入的研究，得到了许多有用的性质 )同时，本文得到
了利用电场分布来确定偶极子位置和矢量的（#+）和
（"$）式 )利用该公式，可以解决单个偶极子源和多个
偶极子源的定位问题 )对于许多基于偶极子理论的
有机分子或者生物大分子，我们能够根据它所形成

的空间电场来分析它们的内部结构 )最后，我们给出
了 "个计算实例 )对于单个偶极子源的计算表明，如

*+#&1期 吴重庆等：电偶极子源定位问题的研究



果测得两点的电场相同，就可以简单地确定偶极子

处于它们连线的中点上 !这些工作，对于诸如从头皮
脑电场分布推算脑电活动源和脑认知功能的研究十

分重要 !在生物医学研究中有重要的科学意义和临
床应用价值 !
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