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用 (() 模型和修正后的 (() 模型在共面、大的能量损失和近于最小的动量转移这一特殊几何条件下对氦原

子的三重微分散射截面进行了理论计算和研究，对截面的结构进行了分析，并把计算结果与最新实验测量结果进

行比较发现：(() 模型和修正后的 (() 模型均给出了与实验结果较符合的 *+,-./ 峰和 .012+3 峰的比率以及双峰的

角分布 4
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! ; 引 言

近年来，在各种对称和非对称几何条件下低能

电子入射单电离氢原子和氦原子的（0，"0）反应理论

和实验研究十分火热［!—%］4在理论研究中，出现了许

多新颖的理论方法，其中由 (.-<,0. 等提出的 (()
模型［#］是近年来这一研究领域内公认的最佳模型 4
由于考虑了三个独立两体库仑子系统的相互作用，

因而解表示为三个库仑波函数的乘积，通常称这个

解为 %= 函数［7］，所以 (() 模型又被称为 %= 模型 4
在中等入射能的情况下，%= 模型所得各种计算结果

均能与实验很好地符合 4 然而在低入射能时，%= 模

型的计算结果虽然比其他方法计算的结果更靠近实

验，但却不能与实验完全一致 4 鉴于此，(0.->?-. 对

(() 模型提出了修正方案［’］，即通过引入有效索末

菲参量对 %= 波函数进行修正，由于这种修正表示

了三 个 两 体 库 仑 相 互 作 用 彼 此 间 的 动 力 学 屏 蔽

（6@），因此修正后的波函数称为 6@%= 函数，所以修

正后的 (() 模型又被称为 6@%= 模型 4 (0.->?-. 所在

的理论小组，在双对称几何条件下用 6@%= 模型计

算了一些近阈值情况下电子离化 8 原子和 80 原子

的三重微分散射截面（A6=@），所得结果均能与实验

较好地符合 4随后张穗萌等人又对非对称几何条件

下波函数中的索末菲参量提出了各种修正方案并进

行了一系列计算［&—!5］4 其中文献［!’］在 (0.->?-. 工

作的基础上，从动量相关的角度入手，所导出的任意

几何条件下的索末菲参量所得计算结果与实验结果

符合得最好［!’，!B］4但是，他们的工作基本上是在中、

低入射能的情况下完成的，在高入射能和一些特殊

几何条件下，%= 和 6@%= 模型是否适用，两者有多大

的区别，尚未进行过探讨 4
最近 =-C2+.0 等人对 80 原子的 A6=@ 在共面、大

的能量损失（!" D &"B;’ 0E，!# D "$7 0E）和近于最小

的动量转移（!$ D F %G，F ’G，F BG）这一新的几何条

件下进行了相对测量，得到了该几何条件下 A6=@
随敲出电子出射角!# 变化的实验数据［"$］，且实验

结果仍然呈双峰结构（*+,-./ 峰和 .012+3 峰）4一般来

说，在对称几何条件下存在着大的能量损失和大的

动量转移，而在非对称几何条件下存在着小的能量

损失和小的动量转移；而大的能量损失和近于最小

的动量转移这一几何条件处于上述两种几何条件的

中间情况，在这种特殊几何条件下，早期的实验和理

论研究都不多见，因此，有待于进行这方面的深入
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探讨 !
本文用 "# 模型和 $%"# 模型对上述特殊几何

条件下 &’ 的 ($#% 进行了理论计算，并把计算结果

归一化后与 #)*+,-’ 等人的实验结果进行了比较，发

现 "# 模型和 $%"# 模型均给出了与实验结果比较

符合的 .,/)-0 峰和 -’1+,2 峰的角分布以及 .,/)-0 峰

和 -’1+,2 峰的比率；在此基础上，我们对截面的峰、

谷结构，以及形成截面峰、谷的本质原因进行了分

析；并对 "# 模型和 $%"# 模型的计算结果在低能时

存在较大差异，而在高入射能时几乎趋于一致的本

质原因进行了深入地讨论 !

3 4 理论计算

假设入射电子的动量为 !5，与 &’ 原子碰撞后

散射电子和敲出电子的动量分别为 !6 和 !3 ! 那么

在原子单位中这一（’，3’）过程的 ($#% 为

($#%（!6，!3）7（3!）8 !6 !3

!5
" 9,

3， （6）

其中 " 9,为转换矩阵元，被定义为

" 9, 7〈!
:
9 # , ",〉， （3）

式中!
:
9 和", 分别是 &’ 原子与入射电子组成的系

统末态和初态的波函数，# , 为入射电子和 &’ 原子

靶在初通道的相互作用势，即

# , 7 : 3
$6

; 6
"6 : "3

; 6
"6 : ""

， （"）

式中 "6，"3 和 "" 分别为入射电子（散射电子）、敲出

电子和束缚电子的位置矢量 ! 考虑到两个出射电子

的交换效应，则相应的 ($#% 为

($#%（!6，!3）

7（3!）8 !6 !3

!5

"
8 %（!6，!3）: %（!3，!6） 3

; 6
8 %（!6，!3）; %（!3，!6） 3 ， （8）

式中 %（!6，!3）和 %（ !3，!6）分别为直接散射振幅和

交换散射振幅，其中直接散射振幅就是转换矩阵元

%（!6，!3）7 " 9, 7〈!
:
9 # , ",〉! （<）

系统的初态波函数可取为入射电子波函数与基

态 &’ 原子波函数的乘积，即

",（ "6，"3，""）7（3!）:"=3 ’,!5·"6#（ "3，""），（>）

式中#（ "3，""）为 &’ 原子基态波函数，它可写为两

束缚电子波函数的乘积，即

#（ "3，""）7#（ "3）#（ ""）! （?）

方程（?）中，束缚电子波函数可采用 &)-*-’’@A+1B 拟

合解［36］，即

#（ "）7 6
8!!（&’ ’

:$’ $ ; &( ’
:$($）， （C）

其 中 $’ 7 6486，$( 7 34>6， &’ 7 34>5<5<，

&( 7 345C668 !
末态由两个出射电子与剩余 &’; 组成，其波函

数可表示为

!
:
9（ "6，"3，""）7"9（ "6，"3）",+/（ ""）! （D）

&’; 波函数可取为类氢离子波函数（) 7 3）

",+/（ ""）7 C!!’:3 $" ! （65）

两个 出 射 电 子 波 函 数"9（ "6，"3 ）由 EEF 波 函 数

给出：

"9（ "6，"3）7 *’,!6·"6 ’,!3·"3%（ "6，"3）， （66）

式中常量 * 为

* 7 6
（3!）" ’GH : !3（&6 ;&3 ;&63[ ]）

I’（6 : ,&6）’（6 : ,&3）’（6 : ,&63），（63）

%（ "6，"3）

7"
3

+ 7 6
6 ,6［,&+ ；6：: ,（!+$+ ; !+ · "+）］

I 6 ,6［,&63；6；

: ,（!63 $63 ; !63· "63）］， （6"）

6 ,6 为合流超几何函数，&+（ + 7 6，3，63）称为索末菲

参量［<］，它可表为

&6 7 : )
!6

，&3 7 : )
!3

，&63 7 6
3!63

， （68）

其中 !63 7
6
3（!6 : !3）；由上述&+（ + 7 6，3，63）得到

的末态波函数称为 "# 函数［<］! "# 波函数中的三个

库仑函数是彼此独立的，它使得任何两粒子之间的

相互作用并不因为第三个粒子的存在而受到影响 !
文献［6>］中在 E’-)BJ)- 工作的基础上，从动量

相关的角度入手所导出的任意几何条件下的索末菲

参量为

(6 7 :
) :

3!63 !3
6

（!6 ; !3）"
" ; 1+K3［8)（!3）］[ ]8

3

!6
，

（6<）

(3 7 :
) :

3!63 !3
3

（!6 ; !3）"
" ; 1+K3［8)（!6）］[ ]8

3

!3
，

（6>）
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!!" #
! $

%!"
!"

（!! & !"）’ !!
’ & ()*"［%"（!"）］[ ]% & !"

’ & ()*"［%"（!!）］[ ][ ]%

"

"!!"
， （!+）

图 ! （,）—（(）为 "# # +"-./ 01，"$ # "23 01，#% # $ ’4，$ /4，$ -4时共面、大能量损失小动量转移几何条件

下电子离化 50 原子的 6789 随敲出电子出射角#$ 变化的关系曲线：—为 79’8:! 结果，$ $ $ 为 79’8:"

结果，⋯为 ’8 结果，实心点为实验结果 ;（<）为不同#% 下反冲动量 & =)>随#$ 变化的关系曲线：—为#% #

$ ’4，$ $ $ 为#% # $ /4，⋯为#% # $ -4

其中

"（!# ）# ()*$!
!#

!"
! & !!

[ ]"
"

; （!?）

由上述!#（ # # !，"，!"）得到的末态波函数称为

79’8 函数 ;而对索末菲参量的这种修正反映了末态

波函数中的动量相关效应 ;从本质上来说，它描述了

由于第三个粒子的存在而对两体库仑波函数产生的

影响，从而表示了三个两体库仑相互作用彼此间的

动力学屏蔽 ;在以下的研究中我们分别以上述的 ’8
和 79’8 为末态波函数，并在考虑两个出射电子交

换效应的基础上，计算 8,@)=A0 等人实验所给几何条

件下 50 原子的 6789，相应的计算结果分别标记为

’8 和 79’8:!；为了研究在这种几何条件下交换效应

的影响，在不考虑两个出射电子交换效应的情况下，

我们用 79’8 作末态波函数也作了计算，相应的结

果标记为 79’8:" ;

’ . 结果与讨论

实验和理论结果如图 !（,）—（(）所 示 ; 由 于

8,@)=A0 等人在 "# # +"-./ 01，"$ # "23 01，#% # $ ’4，

$ /4，$ -4的几何条件下对 6789 进行的是相对测

量，所以图中的理论计算结果都以 79’8:! 为标准作

了归一化处理 ;

!"#" $%&’() 峰和 (*+,%- 峰相对高度的比较

由图 !（,）—（(）中的实验点可知，在该几何条

件下所得到的 6789 随#$ 的变化曲线仍呈双峰结

构，相对于 !2 方向小于 -24的散射峰为 B=>,AC 峰，而

在该峰的反方向处出现的峰为 A0()=D 峰 ;并且 B=>,AC
峰高而窄；A0()=D 峰仅呈现出低而宽的雏形，且 A0()=D
峰的相对强度随着#% 的增加而减小 ;由图中的理论

%2"3 物 理 学 报 3/ 卷



曲线可以看到 !"#$%& 给出了稍强的 ’()*+, 峰，#$ 则

给出了稍弱的 ’()*+, 峰，!"#$%- 给出的 ’()*+, 峰与

实验点符合得最好 .以上 //0 的三种理论结果所给

出的 +123(4 峰基本重合，并且均稍强于实验点给出

的 +123(4 峰 .所以 //0 的三种理论结果给出的 ’()*+,
峰与 +123(4 峰 的 比 率 的 差 别 仅 体 现 在 三 者 之 间

’()*+, 峰的微小差别上 . 并且它们都与实验数据给

出的 ’()*+, 峰与 +123(4 峰的比率基本一致 .另外随着

!! 的增加，即动量转移的增加，理论结果和实验数

据所呈现的 ’()*+, 峰与 +123(4 峰的比率也在增加 .

!"#" 双峰角分布

从图 -（*）—（2）中理论结果所得曲线来看，#$，

!"#$%-，!"#$%& 所给出的 ’()*+, 峰和 +123(4 峰的位置

基本相同 . 当!! 5 6 #7，6 87，6 97时，’()*+, 峰分别

出现在!" 5 &97，#:7，;<7处，+123(4 峰分别出现在!" 5

-9;7，&=87，&-<7处 . 由此可见，随着!! 的增大，双峰

位置偏离 != 的方向越远（!" 越大），理论曲线呈现

出很强的规律性 .
从图 -（*）—（2）中实验结果来看，实验点给出

了较清晰的 ’()*+, 峰，而 +123(4 峰仅呈现出低而宽且

不连续的雏形，所以就 +123(4 峰来说很难判断其准

确位置 . 由图可见，当!! 5 6 #7，6 87，6 97时，实验

给出的 ’()*+, 峰分别出现在!" 5 &<7，<=7，#<7处 . 我

们尤其注意到，在!! 5 6 87时 ’()*+, 峰的位置偏离

!= 的方向最远（!" 最大），而当!! 5 6 97时，’()*+, 峰

的位置与!! 5 6 87时相比!" 反而变小了，这与理论

曲线中所给出的双峰位置随!! 增大而呈现出的规

律性变化并不一致 .为了对理论与实验之间的这种

差异进行研究，我们参考了与本文相近的几何条件

下不 同 理 论 曲 线 所 给 出 的 双 峰 角 分 布 的 变 化 规

律［&=］，以及其他几何条件下理论和相应的实验结

果［-9］，发现各种情况下呈现出的 ’()*+, 峰位置随!!

增大而增大的规律性从来没有被破坏过 . 由此我们

怀疑上述差异可能是由于在!! 5 6 87时实验测量的

不准确造成的，关于这一点还有待于实验工作者在

这一几何条件下作进一步的测量，以给出判决性

评判 .
由 ’()*+, 峰和 +123(4 峰产生机理可知：核的反冲

动量的大小，直接影响到双峰的位置及其变化规

律［-9］.为了从本质上揭示双峰位置变化的规律性，

有必要对核的反冲动量进行深入研究 . 为此我们定

义靶的动量转移为 " 5 != 6 !-，其相对于 != 方向的

夹角为!# ，设（1，&1）反应中核的反冲动量为 $ (3)，则

由动量守恒可得

! (3) 5 != 6 !- 6 !& 5 " 6 !& . （-9）

由（-9）式可以得到 $ (3)与!" 的关系式

$ (3) 5 #& > $&
& 6 &#$& 23?!! @ ， （&=）

!@ 5!" 6 *+2?() $- ?()!!( )# . （&-）

图 -（A）中给出了在!! 5 6 #7，6 87，6 97时核的

反冲动量 $ (3)随!" 变化的关系曲线 .由图可见，在各

种!! 下，$ (3)随!" 的变化曲线均出现一个峰、谷结

构 .当!! 5 6 #7，6 87，6 97时 $ (3)最小值位置依次出

现在!" 5 -;7，&87，#<7，它与实验数据给出的!# 值完

全符合［&=］，由 ’()*+, 峰产生机理可知该峰应该出现

在!" 5!# 处，即 " 方向，所以 $ (3)最小值所在位置应

该与 ’()*+, 峰的位置相对应；$ (3)的最大值位置依次

出现 在!" 5 -9;7，&=87，&-<7，即!" 5 -:=7 >!# . 由

+123(4 峰产生机理可知该峰应该出现在!" 5 -:=7 >

!# 处，即 6 " 方向，所以 $ (3)最大值所在位置应该与

+123(4 峰的位置相对应 . 此外，我们看到，$ (3) 最小值

和最大值所在位置!" 均随着!! 的增大而增大，而

这一变化规律与图 -（*）—（2）中理论曲线给出的双

峰角分布变化规律相一致，这再次证明两峰的位置

及其变化规律与核的反冲动量 $ (3)有直接关系 .
但仔细比较图 -（A）中在各种!! 的取值下 $ (3)

的峰、谷位置和图 -（*）—（2）中相应的 +123(4 峰和

’()*+, 峰的位置，我们发现当!! 5 6 #7，6 87，6 97时
理论曲线给出的 +123(4 峰位置与 $ (3) 最大值位置是

完全相同的，即 +123(4 峰准确出现在相应的 6 " 方

向 .但理论曲线和实验数据给出的 ’()*+, 峰位置与

$ (3)最小值位置并不完全相同，即 ’()*+, 峰并不准确

出现在相应的 " 方向，而是向着偏离 != 方向发生

错位 . 当!! 5 6 #7，6 87，6 97时理论曲线给出的

’()*+, 峰位置与!# 的错位分别为 -<7，-&7，-=7；当!!

5 6 #7，6 97时实验数据给出的 ’()*+, 峰位置与!#

的错位分别为 --7，=7.可见这种错位随着!! 的增大

而减小 .产生这种现象的原因可以解释如下 .
首先，如图 -（A）所示，在所有情况下 $ (3)在相应

的!" 处出现的最小值并不为零，即在形成 ’()*+, 峰

的碰撞中并不完全是电子与电子的直接碰撞，核也

参与其中 .然而随着!! 的增大，核所获得的反冲动
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量 ! !"#的最小值呈递减趋势，即形成 $!#%&’ 峰的碰撞

越趋于电子与电子的直接碰撞 (所以随着!" 的增大

$!#%&’ 峰位置与!# 的错位越小 (
其次，两个出射电子的排斥作用推动了敲出电

子向着偏离 !) 方向发生错位 ( 随着!" 的增大两个

出射电子排斥作用减小，这同样也造成了 $!#%&’ 峰

位置与!# 的错位随着!" 的增大而减小 (

图 * !" + , -.，$% 分别为 /)) 01，*2- 01，3)) 01，/4)) 01 时对应的 $& 分别为 *5 01，-5 01，/2) 01，4-3 01 时

共面、大能量损失小动量转移几何条件下电子离化 60 原子的 789: 随敲出电子出射角!& 变化的理论曲

线，—为 8:49 结果，⋯为 49 结果

!"!" !# 和 $%!# 理论曲线的比较与讨论

从图 /（%）—（;）中还可以看出，49 和 8:49 的结

果在 &0;"!< 峰处，几乎没有差异，但是在 $!#%&’ 峰的

大小上，有明显的差别，从而造成在这种高入射能的

情况下，两峰的比率有一定的差别，这有点出乎我们

的意料 (
早期的研究表明：对 49 波函数中索末菲参量

的修正，反映了末态波函数中的动量相关效应 ( 因

此，从本质上来说，修正后得到的 8:49 描述了由于

第三个粒子的存在而对两体库仑波函数产生的影

响，从而表示了三个两体库仑相互作用彼此间的动

力学屏蔽 (一般来说，慢电子对剩余离子的屏蔽大于

快电子对剩余离子的屏蔽［//］，而在本文的几何条件

下两个出射电子的能量都比较大（$& + *)3 01，$" +

=*>?- , *)3 , *2?2= + 3))?/ 01）或者说它们的速度

都比较快，所以它们对剩余离子的屏蔽度都比较小 (
因此，在本文所给几何条件下 49 和 8:49 得到的

789: 应该差别很小 (是什么原因导致了在如此高入

射能情况下 49 和 8:49 仍然有较大的差异呢？

为了对上述问题进行深入的研究，我们改变入

射能，将!" 固定在 , -.不变，并保持入射能与敲出

电子能量的比率不变，即 $% @$& + 4?-；在这个前提

下，我们用 49 和 8:49 分别计算了入射能为 /)) 01，

*2- 01，3)) 01 和 /4)) 01 时，电子入射离化 60 原子

的 789:，所得结果如图 * 所示 (
由图可见，当 $% + /)) 01 时，49 和 8:49 的差

异是明显的 (而当 $%!*2- 01，即入射能大于 /) 倍

阈值之后，49 和 8:49 的差异相对较小，且随着入射

能的增大，两条曲线在 &0;"!< 峰处几乎重合 (但是我

们注意到：在不同入射能时 49 和 8:49 在 $!#%&’ 峰

处的差异始终是存在的，并且这个差异并不随入射

能的增大而减小 ( 为什么会这样呢？仔细分析我们

发现：在这种大能量损失和小动量转移几何条件下，

两出射电子能量相差不大，在 $!#%&’ 峰附近，散射和

敲出电子夹角较小，所以两出射电子彼此间的作用

是明显的 (因此，对索末菲参量修正的效果就明显的

-)*3 物 理 学 报 3- 卷



显示出来；而在 !"#$%& 峰处，两出射电子与剩余离子

几乎在一条直线上，所以彼此间的屏蔽随入射能的

增大而减小 ’
在早期的研究中我们知道［((］：“)*+$,”因子在

低 入 射 能 时 对 截 面 的 影 响 是 十 分 明 显 的，而

“)*+$,”因子 "-.（ /!!0( 1(）是两个出射电子排斥

作用大小的量度，所以作为上述解释的佐证，在图 2
中我们分别给出了这种特殊几何条件下 23 和 4523
对应的“)*+$,”因子随入射能的变化曲线 ’

图 2 共面、大的能量损失小的动量转移几何条件下“)*+$,”因

子随入射能 !" 的变化曲线（——— 为 4523 结果；⋯⋯为 23 结

果）

由图 2 可见，23 给出的“)*+$,”因子在 6 7 !"

7 266 "8 区域内，随着 !" 的降低而急剧衰减，也就

是说其变化率很大；而 4523 给出的“)*+$,”因子在

相应的能量区域内随着 !" 的降低衰减的相对较慢，

即其变化率小于 23 给出的“)*+$,”因子的变化率 ’
这两种“)*+$,”因子在这一能量区间内量值上相差

较大，所以在图 (（*）和图 (（9）中 23 和 4523 给出

的 9%:*!; 峰和 !"#$%& 峰有着明显的差别 ’
随着 入 射 能 !" 的 增 加，23 和 4523 给 出 的

“)*+$,”因子的变化率趋于一致，两条曲线几乎平

行，即两者的差别几乎趋于常数 ’正是这个原因导致

了从图 (（#）到图 (（<），尽管入射能增加了 =66 "8，

但 23 和 4523 给出的 9%:*!; 峰始终有一个明显的差

别，并且随入射能的增加，这个差别减小的不明显；

而 23 和 4523 给出的 !"#$%& 峰几乎完全重合，这些

情况，正好验证了上面对图 ( 的分析结论 ’

> ? 结 论

本文分别用 23 和修正后的 4523 模型，系统地

研究了共面、大的能量损失和近于最小的动量转移

这一新的几何条件下 @" 的 A435 随"# 的变化关

系，并与 3*B$%!" 等人的实验结果进行了比较 ’ 发现

4523 给出的理论结果在 9%:*!; 峰和 !"#$%& 峰的比率

及双峰的角分布上与实验结果符合得较好，但仍然

存在一定的偏差；在这种高入射能、大的能量损失和

近于最小的动量转移的特殊情况下，由于“)*+$,”

因子的影响始终是存在的，对 23 的修正仍然是有

意义的 ’
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