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研究了超导!环零环的混合规则阵列，计算了阵列的自由能 ’结果表明，两个!环通过中间零环间接耦合使得
两!环反向自发磁化能量较低 ’规则阵列中，相邻!环倾向于反向自发磁化 ’这一现象起因于超导波函数的量子相
干效应 ’
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!科技部 *$+项目（批准号：%""&,-&"!""$）和高等学校博士学科点专项科研基金资助的课题 ’

! . 引 言

在发现高温超导电性以后，人们很快就认识到，

高温超导体的超导波函数可能具有 /波对称性 ’超
导波函数 /波对称性的一个重要结果是可以构成临
界电流为负的超导 012345216结，即通过结的电流 ! 0
7 8 !,296!（其中 !, : "），此电流也可以表示为 ! 0 7

!,296（! 8!），因而这样的结经常被称为!结 ’插入

奇数个!结的超导环称为!环 ’
;9<=92>和 ?9@3［!］最先指出，对于含有一个!结的

超导!环，如果其电感参数"7
%!"!,
#"

: !（ " 为环电

感，#" 7
#
%$是磁通量子），则当外磁场为零时，环流

不为零，即!环要发生自发磁化，并由此建议了高温
超导体 /波对称性的相位敏感实验 ’ A2B39等［%］利用
三晶衬底设计并制作了高温超导 C-,D 的三结!
环，利用低温扫描 ;EFGH探测到了三结!环的自发
磁化，由此成功的完成了高温超导体 /波对称性的
相位敏感实验，确证了高温超导体的超导波函数具

有 /波对称性 ’由此，!结和!环的研究引起了人们
很大的兴趣 ’ A2B39等［+—)］用同样的方法研究了多种
高温超导氧化物，证明了它们和 C-,D一样都具有
/波对称性 ’他们还测量了!环自发磁化磁通随温
度的变化，发现即使在很高温度，自发磁化磁通基本

上保持在#" I%的值，只有在很接近转变温度 %, 时，

才迅速减少到零［&］’我们研究过多结!环的自发磁
化［$，#］，发现在多结情况下，即使"""，!环也将发
生自发磁化 ’

A2B39［*］指出超导!结和!环有可能构成新型的
超导电子学器件 ’J1KKLM6［!"，!!］最早用低温超导体 NO
在 C-,D单晶的 & 边和 ’ 边制作了边缘结，成功的
构成了!结和双结!环，这个双结!环就是一个!
环 /@ ;EFGH’ 我们［!%，!+］曾经研究过单结!环 =P
;EFGH的性质 ’此外，我们［!(］还讨论过，在可能的!
环快速单磁通量子（?;QE）电路中超导!环自发磁
化的反转问题 ’ -=M<962R9［!)］指出，由超导!结和!环
构成的“!相移”器件有可能成为超导电子学器件的
一个新的方向，!结和!环的研究有潜在的应用
背景 ’
!环之间的相互耦合和多!环系统的研究也是
一个很有兴趣的课题 ’我们［!&］最先研究了两个相互
耦合!环的自发磁化，发现二环反向自发磁化的能
量低于同向自发磁化，并证明了这是超导波函数的

量子相干效应 ’超导!环阵列的进一步研究［!$—!*］表
明，能量最低的状态是相邻!环自发磁化相反的“反
铁磁”排列状态 ’
实验上，S9K<36RML4 等［%"］按照 J1KKLM6 等［!"，!!］

的方法，用 C-,DITO结制作成了一维!环链和二维

!环阵列，证明了相邻!环倾向于反向自发磁化 ’
超导!环阵列的研究有较强的应用背景，因为
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实际的超导单磁通量子（!"#）电路都由多个含结超
导环组成 $上面所研究的多!结系统和!环阵列中，
所有含结超导环都是!环 $实际的电路可以设计为
同时含有!环和零环 $本文研究了!环、零环的混合
系统，为了方便，我们研究!环、零环相间的混合阵
列 $研究表明，在这种混合系统中两个!环通过中间
零环间接耦合，仍然使它们趋向于反向自发磁化 $规
则的!环零环混合阵列中，!环的自发磁化方向倾
向于相邻!环自发磁化方向相反的“反铁磁排列”$

% &!环零环!环三环结构

我们首先研究最简单的超导“!环零环!环”三
环结构，各环上超导结依次为!结’零结’零结’!
结，如图 (所示 $本文主要是研究!环与!环通过
中间零环的间接耦合对!环自发磁化的影响 $为了
简单，我们假设所有环的电感相同，都等于 !，所有
结的临界电流绝对值相同，都等于 ") $

图 ( 四结三环（其中 *表示零结，+表示!结）

我们研究系统的自发磁化现象，即外磁场为零

的情形 $一般而言图 (中的每个环都有可能冻结几
个磁通量子 $然而能量最低的状态总是冻结磁通最
少的状态，下面我们只讨论这种最简单的状态 $实际
的系统中相邻环之间还有一定互感 # , $!，互感
系数 $ 一般很小 $

!"#"!环同向自发磁化

设此时环上电流方向和结上超导波函数相位差

方向如图 %所示 $

图 % !环间同向自发磁化

超导波函数单值条件要求

!( -!% - %!
".

!"( * %!
".

$!"% , %%(!，

*!% *!/ - %!
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!"% * %!
".

$!（ "( - "/）, %%%!，

!/ -!0 - %!
".

!"/ * %!
".

$!"% , %%/!，
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记约化电流 &( ,
"(
")
，&% ,

"%
")
，&/ ,

"/
")
，则用约化电流

表示为

!( -!% -#&( *#$&% , %%(!，

*!% *!/ -#&% *#$（ &% - &/）, %%%!，

!/ -!0 -#&/ *#$&% , %%/!，
考虑到对称性，有!( ,!0，!% ,!/，&( , &/，（(）式简
化为

!( -!% -#&( *#$&% , %%(!，

* %!% -#&% * %#$&( , %%%!$
（%）

结上电流方程为

&( , * 123!(，

&( * &% , 123!%，
（/）

给定#，$ 后，可由此解得 &(，&%，!(，!% $
总自由能为

’ , (
%（!"%( - !"%% - !"%/）- $!（ "( "% - "% "/）

- % +". ")
%!
（451!( * 451!%）， （0）

其中右边第一项为环的静磁能，第二项为互感能量，

第三项为结的 651789153耦合能 $

图 / 三环的 (’#关系（其中实线为!环反向磁化；虚线为!环同
向自发磁化（$ , .）；点线为!环同向自发磁化（$ , .&(:）$其中

小图为局部放大）

记约化自由能为 ( , ’
’.
，其中 ’. , (

%!
".

%( )!
%

，

则有
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! ! "（!"#）
" $（!""）

" $ %#!
" "# ""

$ %!（&’("# ) &’(""）*
取（"）式中的 $# ! $" ! +，计算结果如图 ,中虚线（#
! +）和点线（# ! +-#.）所示 *

!"!"!环反向自发磁化

设结两端相位差和环流的方向如图 %所示 *与

!环间反向自发磁化类似，有"# !"%，"" !",，%# !
%,，此时 %" ! +，

%# ! ) %/(01"# ! %/(01""，

"# !"" )!
（.）

图 % !环间反向自发磁化情形

!环上的波函数单值条件给出
""" )!$!(01"" ! "$!， （2）

系统总自由能

& ! " 3 #
" ’%"# $ " 3

%/#+

"!
&’("# ) " 3

%/#+

"!
&’(""，

（4）
约化为 ! ! "（!"#）

" ) 5!&’("" *
给定!后，用（2）和（4）式，可计算系统的自由能

!，结果如图 ,中实线所示 *
由图 ,可以看出，!环同向自发磁化的自由能

高于!环反向磁化的自由能 *即使互感 # ! +（即不
计及环间的磁相互作用），!环反向自发磁化状态的
能量仍然低于!环同向自发磁化状态的能量，因而
这一现象起因于超导波函数的量子相干效应 *
本节开始提到，我们只讨论最简单的状态 *实际

系统中还可能存在冻结较多磁通的状态，这些状态

一般具有较高能量 *我们曾经从（#）式出发，数值计
算了 $#，$" 及 $, 不为零的状态，结果表明，它们确

实具有更高的自由能 *

, - 一维超导!环零环混合阵列

考虑一维超导!环零环链，零环和!环交替排
列，相邻环间的结依次为6零结6!结6!结6零结6，
如图 .所示 *我们依然假设所有环的电感相同，都等
于 ’，所有结的临界电流绝对值相同，都等于 %/ *

图 . 一维无限长超导!环零环混合规则阵列（其中 3表示!结，)表示零结）

图 2 一维混合阵列中，!环间反向自发磁化

我们研究系统的自发磁化现象，即外磁场为零

的情形 *图 .的一维链结构具有周期性，周期为 %个
环 *我们依然只讨论具有周期性的能量最低的最简
单状态 *实际的系统中相邻环之间还有一定互感 (
! #’，互感系数 # 一般很小 *

#"$"!环间反向自发磁化

假设结两端相位差和环流的方向如图 2所示 *
再考虑到对称结构，对于具有周期性的最简单的状

态，有"# !"%，"" !",，%# ! %,，%" ! %% ! + *

+2%. 物 理 学 报 .2卷



此时，有 !! " # $%&!! " $%&!’，!! "!’ #!，!环
上的超导波函数单值条件为

!! (!’ ("!! " ’"!，
相邻四环所构成的一个周期的自由能为

# " ’ ) !
’ $%’! ( ’ )

%*#+

’!
（,-$!! # ,-$!’），（.）

约化为 & " ’（"!!）
’ ( .",-$!! /

计算结果如图 0中实线所示 /

!"#"!环同向自发磁化

设此时环上电流方向和结上超导波函数相位差

方向如图 .所示 /

图 0 一维超导!环零环混合规则阵列的 &1"关系（其中实线为
相邻!环间反向自发磁化；虚线为!环同向磁化（’ " +2!3）；点

线为!环同向磁化（’ " +））

图 . 一维混合阵列中，!环间同向自发磁化

超导波函数单值条件要求（用约化电流表示）

!! (!’ ("!! #"’（ !’ ( !4）" ’"!!，

#!’ #!5 ("!’ #"’（ !! ( !5）" ’"’!，

!5 (!4 ("!5 #"’（ !’ ( !4）" ’"5!，

#!4 #!! ("!4 #"’（ !5 ( !!）" ’"4!/

（6）

考虑到对称性，有!! "!4，!’ "!5，!! " !5，!’ " !4，
（6）式简化为

!! (!’ ("!! # ’"’!’ " ’"!!，

# ’!’ ("!’ # ’"’!! " ’"’!，
（!+）

结上电流方程为

!! # !4 " # $%&!!，

!! # !’ " $%&!’，
（!!）

有

$%&!! " # $%&!’， （!’）
由此可解得 !!，!’，!!，!’ /这里我们取（!+）式中的
"! " "’ " + /
每个周期的总自由能为

# " !
’（$%

’
! ( $%’’ ( $%’5 ( $%’4）

( ’$（%4 %! ( %! %’ ( %’ %5 ( %5 %4）

(#+ %*
’!
（,-$!! # ,-$!’ # ,-$!5 ( ,-$!4），（!5）

约化为 & " ’（"!!）
’ ( ’（"!’）

’ ( .’"
’ !! !’ # .",-$!’ /

计算结果如图 0中虚线（’ " +2!3）和点线（’ "
+）所示 /可以看出，!环同向自发磁化的自由能高于
相邻!环反向磁化的自由能 /即使互感 ’ " +（不计
及环间的磁相互作用），相邻!环反向自发磁化状态
的能量仍然低于相邻!环同向的自发磁化状态，因
而这一现象起因于超导波函数的量子相干效应 /
我们曾经从（6），（!!），（!5）式出发，数值计算了

!’! !4 的状态，结果表明，它确实具有更高的自

由能 /

4 2 二维超导!环零环混合阵列

构造零环!环交替排列的二维超导环阵列时，
可以直接用一维!环链斜向扩展成二维，也可另行
设计 / 出于对称性的考虑，我们设计如下阵列，图 6
中所示为一个周期，相邻环间均有超导结，结分布

如图所示，结的临界电流绝对值均为 %*，所有环的

电感均为 $ / 此阵列依然具有周期性 /
设最近邻和次近邻的互感系数分别为 ’! $，

’’ $（’’ 7 ’! 7 !），再远的互感可忽略 / 与一维链

!8436期 马小柏等：超导!环零环混合阵列的自发磁化



图 ! 二维无限大超导!环零环混合规则阵列（其中 " 表示!
结，零结省略未标出）

情况相同，我们只研究最简单的状态，一般来说这类

状态的能量较低 #可设所有!环上的自发磁化环流
大小相同，设为 !$，所有零环上诱导的环流相同，

设为 !"，分别约化记作 #$，#"；所有零结上的超导
波函数相位差相同，记作!；所有!结上的超导波函
数相位差也相同，但与零结上的相差一个!相位，
记作!%!#

!"#" 最近邻!环间反向自发磁化

设此时结上超导波函数相位差方向如图 &’所
示，!环环流方向与相位差方向相同 #
此时零环环流为零，最近邻（零环%!环耦合）无

作用，!环上的超导波函数单值条件为
(! )! *!)"（ #$ ) +$, #$）- ,%!，（&+）

结电流 #$ - ./0!，% - ’，化简得

" - !* +!
（& ) +$,）./0!

， （&1）

每个!环自由能

&$ - &
, ’!,$ * &

, " +$, ’!,$ * &
, " (#’ !2

,!
34.!

) &
,
#’ !2
,!

34.（! *!）#

每个零环自由能

&5 - * &
, " +#’ !2

,!
34.!（对于含有四个零结的零环），

或 &5 - * &
, " ,#’ !2

,!
34.! ) &

, " ,#’ !2
,!

34.（! *!）

图 &’ 二维混合阵列中，最近邻!环间反向自发磁化

（对于含有两个零结、两个!结的零环）#所以一对零
环!环的自由能

& - &
, ’!,$ * &

, " +$, ’!,$ * &
, " 6#’ !2

,!
34.!#（&7）

约化为 ( -（& * +$,）（"#$）
, * 6"34.!#

!"$" 次近邻!环间反向自发磁化

设此时结上超导波函数相位差方向如图 &&所
示，!环环流方向与相位差方向相同 #

图 && 二维混合阵列中，次近邻!环间反向自发磁化

同样有零环环流为零，用类似方法可得

" - !* +!
./0!
， （&8）
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给定!，可求得"和 !! "
一对零环!环的约化自由能

" #（!!!）
$ % &!’()"" （*&）

均与 #*，#$ 无关 "

!"#"!环间同向自发磁化

设此时结上超导波函数相位差方向如图 *$所
示，!环环流方向与相位差方向相同 "

图 *$ 二维混合阵列中，!环间同向自发磁化

此时可设零环中磁化电流均与!环的方向相
反 "超导波函数单值条件为
+","%!,!（ !! , -#* !. % -#$ !!）# $$!（对!环），

-" ,!（ !. , -#* !! % -#$ !.）# $%!（对零环）"

结电流 !! , !. # )/0"，化简得

! # !% &"
（* , -#* % -#$）)/0"

， （*1）

每个!环自由能为

&! # *
$（* , -#$）’($! % *

$ 2 -#* ’(! (.

% *
$ 2 +#3 (4

$!
’()" , *

$
#3 (4
$!

’()（" %!），

每个零环自由能为

&. # *
$（* , -#$）’($. % *

$ 2 -#* ’(! (.

% *
$ 2 $#3 (4

$!
’()" , *

$ 2 $#3 (4
$!

’()（" %!）

（包含两个!结、两个零结）

或 &. # *
$（* , -#$）’($. % *

$ 2 -#* ’(! (. % *
$ 2

-#3 (4
$!

’()"（包含四个零结）"

所以一对零环!环的自由能为

&5 # *
$（* , -#$）（’($! , ’($.）

% -#* ’(! (. % *
$ 2 &#3 (4

$!
’()"" （$3）

约化为 " #（* , -#$）［（!!.）
$ ,（!!!）

$］% &#*!
$ !! !.

% &!’()""
其结果表示在图 *+中 "

图 *+ 二维超导!环零环混合规则阵列的 "6!关系（互感为 #*

# 37*，#$ # 373$情形）（实线为最近邻!环间反向磁化；虚线为

次近邻!环间反向磁化；点线为所有!环同向磁化 "其中小图为

局部放大）

图 *- 二维超导!环零环混合规则阵列的 "6!关系（互感为零情
形）（最近邻!环反向自发磁化和次近邻$环反向自发磁化两种
状态的能量相同，用实线表示；点线为所有!环同向自发磁化

状态）

由图 *+可以看出，所有!环同向自发磁化时，
系统能量较高；自发磁化反向排列时系统能量较低，

其中最近邻!环为反向自发磁化（图 *3）的能量最
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低，是系统的基态 !
当忽略系统的静磁场能，即 !" # !$ # %时，计算

得到自由能 " 与!的关系如图 "&，可以看到两种反向
自发磁化排列状态（图 "%和图 ""）的能量相同，仍然
是同向排列自发磁化状态的能量较高 !由此可以得出
结论，使得超导!环零环混合阵列成反向自发磁化排
列的原因是超导波函数的量子干涉效应 !

’ ( 结 论

在超导!环零环的混合系统中，两个!环通过

中间零环的间接耦合，使!环趋于反向自发磁化 !在

超导!环零环的规则混合阵列中，!环的自发磁化

倾向于相邻!环自发磁化方向相反的“反铁磁”排

列 !这与纯!环阵列情形［")—"*］相同 !这一结果对于

设计超导!环零环混合的电路有重要参考价值 !实

验上，设计并实现!环零环的混合系统及阵列是很

有意义的课题 !

［"］ +,-.,/0 1，2,34 5 1 "**$ # ! $%&’ ! ()* ! #+,+- !" &$67
［$］ 5/84, 9 9，:,.0;4< = 2，9>, 9 9 "**& $%&’ ! ./0 ! 1/22 ! #$ ’*7
［7］ :,.0;4< = 2，5/84, 9 9，2?@@< A，B, C C，D8E0? F，+8G = C，

14-4.0 + "**H 345),%&’ ! 1/22 ! $! )%)
［&］ 5/84, 9 9，:,.0;4< = 2，28EE 1，+8G = C，D8E0? F，:43>4G 1 I，

J?G- 9 F，24G K F，J?G- = A，I>8/>?G 1 "**H (*6/-*/ %#" 7$*
［’］ 5/84, 9 9，:,.0;4< = 2 $%%% $%&’ ! ./0 ! 1/22 ! &’ "6$
［H］ :,.0;4< = 2，5/84, 9 9，1L;4. : F "*** (*6/-*/ %&’ "7)7
［)］ M4G- N，14G- + 9，J?G- K 2，O,4 K O，1? N，M?, P M $%%"

7*2+ $%&’ ! (6- ! ’( $$")（,G 9>,G4/4）［邓 鹏、孟树超、王福

仁、谢飞翔、马 平、戴远东 $%%" 物理学报 ’( $$")］

［6］ B, C C，J?G- K 2，P?G- 5，B,8 O P，1? N，M?, P M $%%’

(4,/5*)-8 ! (*6 ! 9/*% ! "& "HH
［*］ 5/84, 9 9，:,.0;4< = 2 $%%$ $%&’6*+ 9 $!# "
［"%］ JL;;Q?G M F，R?G A?.;,G-4G M =，B44 J 9，D,G/S4.- M 1，

B4--400 F = "**7 $%&’ ! ./0 ! 1/22 ! #" $"7&
［""］ JL;;Q?G M F，R?G A?.;,G-4G M =，D,?E,G0T?U,/ =，D,G/S4.- M 1

"**’ $%&’ ! ./0 ! 1/22 ! #) )*)
［"$］ M?, P M，J?G- + D，M8 + J "**6 ():68 (2+2/ ;)<< ! "(& $’"

［"7］ M8 + J，M?, P M，J?G- + D "*** 7*2+ $%&’ ! (6- ! )& $7H&（,G

9>,G4/4）［杜胜望、戴远东、王世光 "*** 物理学报 )& $7H&］

［"&］ B,G- =，J?G- :，O,4 K O，1? N，P?G- 5，J?G- K 2，M?, P M

$%%7 7*2+ $%&’ ! (6- ! ’% "))"（,G 9>,G4/4）［凌 健、王 科、谢

飞翔、马 平、杨 涛、王福仁、戴远东 $%%7 物理学报 ’%

"))"］

［"’］ I.?-,G/U, F $%%7 (4,/5*)-8 ! (*6 ! 9/*% ! "! "7"’
［"H］ J?G- :，B,G- =，O,4 K O，1? N，P?G- 5，J?G- K 2，M?, P M

$%%7 7*2+ $%&’ ! (6- ! ’% "’%*（,G 9>,G4/4）［王 科、凌 健、谢

飞翔、马 平、杨 涛、王福仁、戴远东 $%%7 物理学报 ’%

"’%*］

［")］ B, C C，J?G- K 2，P?G- 5，B,8 O P，1? N，O,4 K O，V,4 2 =，

M?, P M $%%& ;%6- ! $%&’ ()* ! "$ ’7$
［"6］ 5,?G P，J?G- A J，:LG- O P，C>?L + N，9>4G D A，P?G- W +

$%%& (4,/5*)-8 ! (*6 ! 9/*% ! "# 676
［"*］ :LG- O P，5,?G P，J?G- A J，C>?L + N，9>4G D A，P?G- W +

$%%& (4,/5*)-8 ! (*6 ! 9/*% ! "# )*"
［$%］ A,;-4GU?QE A，F.,?GXL，+Q,;X4 A = A，I;?GU M A F，2,YGX4./

D，2L-?;;? A，:,.0;4< = 2，5/84, 9 9 $%%7 =+245/ )%% ’%

&H&’ 物 理 学 报 ’H卷



!"#$%&$’#() *&+$’%,-&%,#$ ,$ )("’./#$0(/%,$+
! .,$+ &$0 ! .,$+ *,1’0 &..&2)!

!" #$"%&’"$ ("$ )*"+&(%+, -"+, .*&/0+ 1* 2$ 3$0 /*$&4*"+
（!"#$$% $& ’#()*")，!+,+- .-( /,0$1,+$1( &$1 21+*&*"*,% 3*"1$)+14"+41- ,56 3-)$)"$7*" ’#()*")，’-8*59 :5*;-1)*+(，<-*=*59 566785，>#*5,）

（/090$:0; < (090=>0? @66<；?0:$A0; ="+*A9?$BC ?090$:0; 57 4"+*"?D @668）

E>AC?"9C
/0,*F"? =$G0; "??"DA %H A*B0?9%+;*9C$+,! ?$+,A "+; 6 ?$+,A I":0 >00+ $+:0AC$,"C0;J K*? 9"F9*F"C$%+ AI%LA CI"C CI0 H?00

0+0?,D %H $+:0?A0 AB%+C"+0%*A =",+0C$M"C$%+ %H CL%! ?$+,A $+;$?09CFD 9%*BF0; :$" " 6 ?$+, $A F%L0?J NI0 AC"C0 %H CI0 H*FF
"+C$B"?"FF0F B"CC0?+ %H ! ?$+,A $A H":%?">F0 $+ CI0 ?0,*F"? =$G0; "??"DA J NI$A $A " O*"+C*= BI"A0 9%I0?0+90 ?0A*FC %H
A*B0?9%+;*9C$+, L":0 H*+9C$%+A J

"#$%&’()：A*B0?9%+;*9C$+, P*+9C$%+A，! ?$+,A，6 ?$+,A，AB%+C"+0%*A =",+0C$M"C$%+
*+,,：8Q66，8QR6

!S?%P09C A*BB%?C0; >D CI0 !$+$AC?D %H T9$0+90 "+; N09I+%F%,D %H UI$+"（V?"+C 3%J @66<U’<65668）"+; CI0 /0A0"?9I .*+; H%? CI0 (%9C%?"F S?%,?"= %H

1$,I0? W;*9"C$%+J

R<QRX期 马小柏等：超导!环零环混合阵列的自发磁化


