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利用多相场模型模拟了共晶合金 )*+’ ,)% )-& 定向凝固变速生长过程，研究了阶跃变速、线性变速以及震荡变

速三种变速条件下共晶片层间距的调整以及形态的变化 .结果表明：在变速生长过程中，界面平均生长速率与平均

过冷度随抽拉速率的变化均产生滞后效应；阶跃增速时，片层间距的调整通过突变分岔形式进行，而阶跃减速时，

通过片层的逐步湮没与合并以及自身相的长大方式进行，两个过程表现出强烈的非对称性；线性增速过程，片层间

距的调整通过逐步分岔进行，而线性减速过程，片层间距的调整机理与阶跃减速过程类似 .线性增速与线性减速过

程片层间距的调整具有逆对称性；在震荡变速作用下，片层生长形成类似 #!/ 振荡不稳定性形态 .
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!国家自然科学基金项目（批准号：3$%"#$3"）资助的课题 .
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# B 引 言

自 C6=DE<> 和 F:>A［#］提出共晶稳态生长的经典

理论分析，共晶稳态生长的实验与理论研究日臻完

善［%—0］.然而，对于由生长速率变化引起的共晶非稳

态生长行为，如变速下的形态以及片层间距的动力

学调整，虽然也得到了广泛的实验研究［?—#%］，但这一

方面 深 入 的 理 论 研 究 仍 然 非 常 匮 乏 . )6+-GH+I 和

2+HJ+7DEE<>［?］研究了 KI,):，K-,):，K-,L> 合金系共晶

片层调整机理及其动力学过程，发现 KI,): 合金系

凝固过程中，随生长速率的增大，片层间距通过突变

的方式调整，而 K-,):，K-,L> 合金系通过连续调整的

方式进行 . MHHA96+656> 和 N+7OHJ7［#$］通过阶跃式地改

变透明系合金 )*+’ ,)%)-& 的生长速率，对片层间距

调整机理如分岔、形核、湮没与合并，进行了系统的

动力学研究，发现不同变速比下具有不同的片层间

距调整方式 . P6+56 和 M6D7EE76>［##］利用边界积分法

对共晶片层不稳定性形态的形成进行了系统的数值

研究，随后 Q7>7G+H 等人［#%］的实验验证了其大部分结

果，然而对于共晶变速生长过程，由于涉及到复杂的

形态演化、突变分岔等问题，边界积分法就无法处理 .
相场模型采用弥散界面理论，将系统视为一个

整体，通过求解描述系统的偏微分方程组以反映界

面的弥散行为 .该弥散界面行为可直观地反映微观

组织的形成与演化，避免了显式跟踪运动界面，同时

也对相变过程复杂的自由边界问题实现了高效的求

解 .MAH7>G6=9 等人［#(］提出了多相场的概念，使相场

法能够更为广泛地应用于多元多相系统（共晶、包

晶、偏晶、多晶等）相变过程的模拟［#’—#?］，此后基于

弥散界面理论的多相场法成功地解决了多相系统相

变所关心的多界面形成与演化过程，引起了研究者

广泛的兴趣，已经成为目前微观组织数值模拟的研

究热点 .同时，多相系统凝固过程往往存在耦合生长

现象，形成出丰富多样的形态，而薄片层共晶定向凝

固是这类耦合生长的代表，因此采用多相场法研究

共晶片层的稳态与非稳态生长具有重要的理论意

义 .目前多相场法数值模拟共晶凝固过程，多集中于

稳态生长的定性、定量模拟以及在恒定速率下共晶

不稳定性形态的形成［#’，#&，#?］，在变速生长方面的研

究未见报道 .
基于以上论述，本文作者在前期共晶合金 )*+’ ,

)%)-& 阶跃变速生长研究［%$］的基础上，利用多相场

法模拟三种不同变速生长条件下的共晶片层生长，

通过计算界面平均生长速率以及平均过冷度考察界

面微观动力学过程，系统地研究三种变速生长条件
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下共晶片层间距的选择机理以及形态变化 !

" # 多相场模型

本文采用 $%& 等人提出的多相场模型［’(］，该模

型优于其他多相场模型［’)，’*，’+，’,］，表现为界面处化

学位相等且连续，同时可采用真实合金热力学数据

库 !相场动力学方程为
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!! 为相场，$! - ’ 表示 ! 体积相，$! - 2，表示非 !
体积相；’ 为体系自由能；# 为体积相相关变量；%!$
为界面数相关变量；&!$ 为相场动力学系数；"!$ 为梯

度能系数；#!$ 为势能能垒；+1 为共晶成分；+! 为 ! 相

成分；)1 为共晶温度；-! 为平衡分配系数；,! 为平

衡液相线斜率 !
溶质守恒方程为
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式中，.3 和 .5 分别为固相和液相的扩散系数，平

均成分 + 为
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式（"）和式（/）构成了多相场模型，将其映射到

两相系统，可以得到相场参数（"!/，#!/，&!/）和材料

参数之间的关系［’(］!

/ # 初边值条件与参数

采用基于均匀网格的有限差分法求解多相场方

程（"）和方程（/）! 平行于温度梯度方向的计算域两

侧，相场和溶质场应用周期性边界条件，而上下端应

用零纽曼边界条件 !在计算区域的底部，以相应抽拉

速率下的最小过冷片层间距%67 为参考，引入初始

共晶片层 !为了模拟实验过程中初始片层间距的不

均匀性，在平均片层间距不变的前提下，通过人为调

整初始片层的网格数，加入小幅度的片层间距扰动 !
温度梯度 0 - 2#8 9 ’2) $:&，界面厚度& - 2#+ 9
’2. ( &，空间步长 ;/ - 2#"$&，时间步长 ; " 由差分

格式的稳定性确定 ! 共晶合金 <=>) ?<"<@( 的材料参

数见文献［"’］!采用溶质场云图显示成分场及界面

形态，图中黑色区域为’相，白色区域为(相，灰色

区域为液相，灰度的变化表示成分分布的变化 !
变速过程设计如下：当初始稳态生长实现时，’）

图 ’ 变速示意图 （A）阶跃增速；（B）线性增速；（C）震荡变速

阶跃增速过程由初始抽拉速率 1’ - "$&:D$ 1" -

’2$&:D，如变速示意图 ’（A）；"）阶跃减速过程为阶

跃增速对称逆过程，由 1’ - ’2$&:D$1" - "$&:D；/）

线性增速过程由初始抽拉速率 1’ - "$&:D$ 1" -

’2$&:D，加速度为 2#’’$&:D
"，如示意图 ’（B）；)）线

性减速过程为线性增速对称逆过程，1’ - ’2$&:D$
"$&:D，加速度为 . 2#’’$&:D

"；*）震荡抽拉速率范围

为 1’ - "$&:D—1" - )$&:D，频率为 2#/)/ 7E，如示

意图 ’（C）!

) # 结果与讨论

抽拉速率的变化将导致不稳定性形态的形成，

甚至引起稳态生长的重建过程中片层间距的剧烈变

化，从而改变共晶凝固微观组织结构 !随着抽拉速率

变化方式的改变，界面局部微观动力学过程产生复

杂变化，与具体的凝固路径有关 !以下为三种变速条
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件下片层共晶的组织演化、片层间距调整以及界面

平均生长速率和平均过冷度的变化情况 !

!"#" 阶跃增速

图 "（#）为阶跃增速过程引起片层突变分岔现

象的模拟 !图 "（$）为界面平均过冷度以及平均生长

速率随时间的变化曲线，曲线所标各点分别对应图

"（#）相应的位置，其中：! 处为阶跃增速起始位置，

" 处为片层分岔处位置 ! # 处为稳态重新建立位

置 !图 "（#）表明：阶跃增速过程片层细化机理为白

色!相片层尖端的分岔，相对于阶跃变速时刻，该

突变分岔行为具有明显的滞后性，与 %&&’(#)#*#+ 等

人［,-］在低速小变速比（-."!*/0—-.1!*/0）下!相

的耙子形对称分岔实验结果相符合 !

图 " 阶跃增速生长 （#）溶质场及界面形貌；（$）界面平均过冷

度与平均生长速率

由图 "（$）可见，阶跃增速开始至分岔的起始处

（!—"），固/液界面平均生长速率从 "!*/0 快速增

加，随后缓慢趋于抽拉速率 ,-!*/0，经过一段时间

后分岔才开始，其原因是溶质传输惯性引起溶质扩

散的滞后 ! 这个过程中界面平均过冷度一直增大

（$—%），并 在 % 处 附 近 具 有 最 大 值，其 值 大 于

,-!*/0稳态生长条件下相应界面平均过冷度，为!
相的分岔提供了驱动力 !

分岔一旦开始（" 位置），片层数的增加急剧地

减小了相间距，固/液界面前沿区域溶质的横向扩散

能力增强，有利于片层生长，使界面平均速率超过

,-!*/0 且很快达到一个最大值（约为 ,".2!*/0），再

次形成溶质传输惯性，使随后的界面平均生长速率

下降并趋于抽拉速率 ,-!*/0!从分岔开始到稳态生

长重新建立，界面始终以大于 ,-!*/0 的生长速率向

液相热端运动，使界面平均过冷度不断减小（%—&）!

!"$" 线性增速

图 3（#）为线性增速过程中白色"相片层在不同

位置处的逐步分岔现象，图中 " 处为逐步分岔处起

始位置 !这一逐步分岔规律与徐达鸣等人［""］线性增

速条件下共晶合金 4$5%+ 的实验结果定性相符合 !
图 3（$）反映了线性增速过程界面平均过冷度以及

平均生长速率的变化，图中点划线为实际抽拉速率

变化曲线 !

图 3 线性增速生长 （#）溶质场及界面形貌；（$）界面平均过冷

度与平均生长速率（点划线为实际抽拉速率变化曲线）

与阶跃增速过程相比，线性增速过程的溶质传

输惯性大大减弱，使界面平均生长速率总是稍小于

实际抽拉速率，如图 3（$）所示，实际抽拉速率变化

曲线（点划线）位于界面平均生长速率的左上方 ! 随

着抽拉速率线性增大，溶质扩散的滞后效应得到不

断的累积，使界面平均过冷度一直增大，并在 % 处

附近具有最大值，为分岔集聚了所需的驱动力，最

终，初始片层间距的不均匀性使相间距较大的白色

!相片层优先分岔，同时，优先分岔后片层影响了临

近片层的生长行为，使其随后产生分岔或者片层自

身相减小 !由于逐步分岔范围较窄，见图 3（#），因此

分岔后界面平均生长速率与平均过冷度的变化表现

出与阶跃增速过程一致的规律：界面平均生长速率

先增大后减小，而界面过冷度在持续减小 !

!"%" 阶跃减速

实验研究［,-］表明，阶跃减速过程，片层间距的
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调整通过湮没与合并的方式进行 !图 "（#）模拟了抽

拉速率由 $%!&’( 阶跃减速至 )!&’( 的片层生长行

为，界面平均过冷度与平均生长速率随时间的变化

见图 "（*）!

图 " 阶跃减速生长 （#）溶质场及界面形貌；（*）界面平均过冷

度与平均生长速率

阶跃减速使实际界面平均生长速率剧烈减小，

而强烈的溶质传输惯性使其滞后，从而实际界面平

均生长速率大于抽拉速率 )!&’(（图 "（*）!—"）!界
面过快地向液相热端运动使界面平均过冷度减小

（图 "（*）#—$）!随着界面平均生长速率的进一步减

小，局部间距较小的片层优先被湮没，两侧片层合

并，该现象不仅发生在黑色!相，同时也发生在白

色"相，此后通过这类湮没与合并以及自身相的长

大，平均片层间距不断调整，趋于增大，见图 "（#）中

!，"，%，&，’ 位置 ! 在趋于湮没与合并产生的时

刻，如 & 时刻，一方面，局部间距较小的片层，其液

相前沿溶质横向扩散距离增大，不利于其平行于温

度梯度方向的生长，另一方面，相邻的两个具有合并

趋势的片层生长偏离温度梯度方向，平行于温度梯

度方向的生长减缓 !两者共同作用使界面平均生长

速率减小（小于抽拉速率），一旦湮没结束，合并形成

的新片层在局部快速生长使平均生长速率增大，并

短时间内超过抽拉速率，最终由于溶质传输惯性而

减小并趋于抽拉速率 ! 这种较短时间内的平均生长

速率变化，导致了界面平均过冷度相应地先增大后

减小 !
比较图 ) 与图 "，可以发现，阶跃减速过程片层

间距的渐变式调整，与阶跃增速过程的突变式调整

形成强烈的非对称性，其实现稳态生长所需的时间

明显比阶跃增速过程相应的时间长，与共晶 +,-" .
+)+/0 阶跃减速实验结果［$%］相符合 !

!"!" 线性减速

线性减速过程中片层间距的调整机理（见图 1
（#））与阶跃减速过程相似 ! 由于抽拉速率缓慢线性

地减小，溶质传输惯性使界面平均生长速率总是稍

大于实际抽拉速率（见图 1（*）中点划线）!整个过程

中固’液界面前沿溶质场的扩散较阶跃减速过程更

充分，因此片层间距的调整过程相对缓慢，片层的湮

没与合并现象减少，间距的调整更多地采用片层湮

没与合并后自身相的长大方式进行 ! 在片层的湮没

与合并过程中，界面平均生长速率在短时间内波动，

界面平均过冷度相应地先增大后减小（见图 1（*）），

其产生的原因与变化规律与阶跃减速过程规律一

致 !比较图 2 与图 1 可以发现，在线性增速和线性减

速变速下，片层的调整过程具有明显的逆对称性，与

徐达鸣等人［))］线性变速条件下共晶合金 3*.45 的实

验结果定性相符合 !

图 1 线性减速生长 （#）溶质场及界面形貌；（*）界面平均过冷

度与平均生长速率（点划线为实际抽拉速率变化曲线）

!"#" 震荡变速

如图 0（#）所示，抽拉速率的振荡引起了共晶片

层生长的失稳，形成了类似 $#6 振荡不稳定性形

态 !图 0（*）显示了界面平均生长速率以及平均过冷

度的变化，两者表现出同步锯齿形振荡形式 !当界面

抽拉速率在 )!&’( 和 "!&’( 之间振荡变化时，见示

意图 $（7），由于溶质传输惯性引起溶质扩散强烈的

滞后效应，实际界面平均生长速率约在 )81!&’( 和

1"119 期 朱耀产等：三种变速条件下共晶生长的多相场法模拟



图 ! 振荡变速生长 （"）溶质场及界面形貌；（#）界面平均过冷

度与平均生长速率

$%&!’() 之间振荡，而界面平均过冷度约在 *%*!$ +
和 *%*,$ + 之间振荡，同时也使两者第一个波峰值

较小 -在整个过程中，由于相体积分数调整以及溶质

再分配的共同作用，最终使片层形态表现出类似

.!/ 振荡不稳定性 -在一定条件下，实验和数值模拟

均能够在恒定速率下形 成 .!/ 振 荡 不 稳 定 性 形

态［..，.0，.!］，由于在平行于温度梯度方向的固(液界面

形态变形非常有限（小于片层间距），因此这种自发

形成的界面平均过冷度和平均生长速率的振荡远小

于本文相应的模拟结果，从而两者形态上相似，但其

形成原因有本质的区别 -

& % 结 论

.% 在不同的变速生长过程中，界面平均生长速

率偏离抽拉速率，界面平均过冷度相应地随之变化，

同时，两者均具有一定的滞后性 -
0 % 在阶跃增速过程，片层间距的调整呈突变式

滞后响应，而在阶跃减速过程，片层间距调整呈渐变

式滞后响应，其完成间距调整，最终实现稳态生长的

时间较阶跃增速过程相应的时间长 -这两个过程对

比所 表 现 出 的 强 烈 的 非 对 称 性 与 实 验 观 测 结 果

一致 -
$ % 线性增速过程中，片层间距调整主要通过渐

变式分岔进行，区别于阶跃增速突变式分岔；线性减

速过程中，片层间距的调整方式通过片层的淹没以

及自身相的长大进行，与阶跃减速过程类似 -线性增

速和线性减过程中，片层间距的调整呈逆对称性 -
1 % 在振荡的抽拉速率条件下，片层生长形成类

似于 .!/ 振荡不稳定性形态，同时，界面平均生长

速率和平均过冷度的变化表现出同步的锯齿形振荡
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