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单壁碳纳米管的力学行为是纳米复合材料和纳米器械的基本问题之一 )使用有限元方法系统地研究了单壁碳
纳米管的轴压和纯弯变形，并将有限元模拟结果和分子动力学模拟结果进行了比较 )研究结果表明单壁碳纳米管
的轴压屈曲载荷受直径变化的影响；单壁碳纳米管在弯曲载荷作用下的屈曲和后屈曲行为强烈地依赖于管长和管

径的变化，合理地选择碳纳米管的弹性模量和壁厚，有限元方法能够很好地解释碳纳米管的屈曲机理 )研究大尺度
的纳米力学问题时，有限元方法将会成为更加准确、快捷的数值模拟方法 )
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# > 引 言

碳纳米管具有许多优异的力学、电学和化学性

能，具有很高的强度和韧性，可以预见，将碳纳米管

作为复合材料的增强体可以表现出良好的强度、弹

性、抗疲劳性和各向异性 )因此，碳纳米管基础力学
行为的研究近年来受到了人们的广泛关注［#—*］)
单壁碳纳米管在轴向压缩和弯曲载荷作用下的

力学行为是碳纳米管在纳米机械中应用的基础，碳

纳米管的许多物理性质如导电性，强烈地受到屈曲

变形的影响［&］)由于受到纳米尺度的限制，碳纳米管
屈曲行为的实验研究显得非常困难 )因此理论分析
方法广泛应用于研究碳纳米管的屈曲变形 )目前主
要有两种方法可以解释碳纳米管的力学行为：分子

动力学方法和连续介质力学方法 )分子动力学模拟
方法在揭示碳纳米管的力学行为方面起了重要的作

用［’，"—#’］，包括经典分子动力学方法（?@）［’，"］、紧束
分子动力学（<2A6</B27=27A ?@）［#*］和密度泛函分子动
力学（=4792<C D;7:<2E7 ?@）［#&］，但是由于分子动力学
计算规模较大，对计算尺寸有严格限制，因此直接从

纳观和微观结构来预测宏观材料的性能和结构的响

应带来很大困难 ) F1GEB9E7 等［"］利用分子动力学方
法研究了单壁碳纳米管轴压作用下的屈曲问题，并

将得到的结果与连续壳模型进行了对比，他们发现

连续壳体模型能够预测分子动力学模拟所得的所有

屈曲模态 ) H;［#"］研究了弹性介质中双壁碳纳米管的
轴压屈曲问题 )采用相似的理论，I17等［#%，#(］研究了
双壁碳纳米管的扭转屈曲和弯曲不稳定性 ) F1E
等［#,］研究了双壁碳纳米管的轴压后屈曲行为，I4
等［#-］将层间相互作用视为层间距离和管径的函数，

考虑任意两层而不仅是近邻两层间的相互作用，研

究了多壁碳纳米管的屈曲 ) J24 等［’$］基于非局部弹
性理论，在考虑小尺度效应的情况下，研究了单壁碳

纳米管在轴向压力作用下的屈曲 )
连续介质力学是一门相对完善的学科，利用纳

米结构与宏观结构的某些相似性，采用连续介质力

学理论进行唯象模拟，是一种非常有效的分析手段 )
基于连续介质力学基本理论的连续体模型已经成为

连接原子运动和连续介质力学性质如弹性模量、屈

服和断裂强度的理想模型 )本文基于连续介质力学
的有限元方法系统地研究了单壁碳纳米管的轴压和

纯弯屈曲变形，并将有限元模拟结果和分子动力学

模拟结果进行了比较 )研究结果表明单壁碳纳米管
的轴压屈曲载荷受直径变化的影响；单壁碳纳米管

在弯曲载荷作用下的屈曲和后屈曲行为强烈地依赖

于管长和管径的变化 )研究结果同时表明合理地选
择碳纳米管的弹性模量和壁厚，有限元方法能够很

好地解释碳纳米管的屈曲机理 )对于大尺度的纳米
力学问题，有限元方法将会成为更加准确和快捷的
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数值模拟方法 !

" # 模拟方法

!"#" 连续壳体理论的应用

碳纳米管可以视为是由具有六边形晶格结构的

石墨层卷曲而成的完善圆柱壳，能否将弹性壳体理

论应用于碳纳米管问题的研究，必须通过分子动力

学模拟和实验研究来验证 !
需要特别指出的是，碳纳米管弹性模量等弹性

常数是连续介质框架下的力学概念，由于碳纳米管

只是一层卷曲的石墨烯，其壁厚具有虚拟的性质，厚

度 ! 必须采用连续介质假设后才有意义 !目前人们
对碳纳米管弹性模量在实验和理论分析中数值的不

一致性尚未能达成共识 !
碳纳米管的弯曲和屈曲行为主要依赖于石墨板

的弯曲特性，石墨板的弯曲特性应用石墨的原子特

性来描述 !
板的弯曲刚度为

" $ #!%

&"（& ’!"）
或 " $ #$ ! （&）

面内刚度为

% $ #!， （"）
其中，#，!，$，! 分别是弹性模量、泊松比、惯性矩以
及石墨板的厚度 ! ()［"&］指出研究碳纳米管的弯曲特
性时，如果弯曲刚度选用方程（&）来描述，那么等效
壁厚应该取很小，而不应直观地取 * ! %+ ,-!
./01231,等［4］也指出分子动力学模拟得到的弯曲刚
度小于用方程（&）得到的弯曲刚度，如果假定碳纳
米管的弹性模量为 4 !456/的话，碳纳米管的有效厚
度应取为 *#*77 ,-，换言之，如果将碳纳米管的有效
厚度取为 *#*77 ,-，方程（&）仍然成立，如果碳纳米
管的有效厚度采用其他的定义方式，则方程（&）不再
成立，即碳纳米管壁厚的定义应与其弹性模量相联

系 !此时，需要将弯曲刚度视为一独立的材料常数，
同理碳纳米管的面内刚度 #! 也应视为一个独立的
材料常数 !表 &给出了碳纳米管力学行为研究中，人
们常采用的一些计算参数 !

./01231,［4］由分子动力学得到弯曲刚度 " $
*#84 9:，面内刚度 % $ %7* ;<-"，本文的有限元模拟

中按照 ./01231,［4］建议的参数取弹性模量 # $ 4#4
56/ 壁厚 ! $ *#*77 ,-!

表 & 碳纳米管的弹性模量、壁厚和弯曲刚度

研究者 方法 弯曲刚度<（9:,-"</=1-）弹性模量<56/壁厚<,-

./01231,>等［4］ ?@ *!*""%4 4 !4 * !*77
AB1)等［""］ 5C?@ *!*"D"" 4 !& * !*E+
5)等［"%］ F@G *!*%*44 + !E * !*E4

H),IJ,等［"+］ /2 J,J=J1 * !*%8+% % !84D * !*8D
6/,=/,1等［"4］ KL? *!*"887 + !8+ * !*E4

将连续介质力学的壳体理论直接应用于碳纳米

管力学问题的研究经常受到小变形假设的限制，但

是实验和分子动力学模拟发现碳纳米管在各种载荷

作用下都经历了非线性大变形阶段，显然，小变形线

弹性分析方法无法预测碳纳米管的大变形行为，这

意味着我们必须采用计及几何非线性效应的连续弹

性壳体理论来模拟单壁碳纳米管的大变形行为 !目
前大多数商业软件的壳单元都具有可以描述小应

变、大转动的功能 ! GCGMNO有限元软件是模拟结构
非线性效应最好的商业软件之一，因此本文采用

GCGMNO有限元软件来模拟碳纳米管的非线性力学
行为 !在有限元计算时，将碳纳米管离散为四节点双
曲率壳单元 O+和 O+(，它们可以有效地模拟横向剪
切变形的影响，同时能够很好地解释有限膜应变，允

许在厚度方向尺寸发生变化，适合大变形非线性分

析 ! O+是全积分单元，O+( 是沙漏控制的缩减积分
单元 !当壳体的厚度增加时，采用剪切弯曲理论
（3B9/P Q>9RJ2>9 ?J,I>J, 3B9>> =B91PS）来描述结构的非线
性力学行为；当壳体的厚度较小时，一般的壳单元采

用柯西霍夫薄壳理论来描述，随着壁厚的减小，横向

剪切变形几乎可以忽略 !

!"!" 初始内应力状态的影响

由于 碳 纳 米 管 是 由 石 墨 板 卷 曲 而 成，

./01231,［4］指出，在分析碳纳米管的力学性能时必
须考虑由曲率引起的初始内应力，所以连续体模型

应该将初始内应力考虑进去 !石墨板的卷曲能可以
表达为

&( $ "
"’" $ &

" """ $ #!%

"+（& ’!"）"
" ! （%）

碳纳米管环向的初始内应力为

#$ $ ’ #!%

&"（& ’!"）
&
’% ! （+）

上述两式中，’ 为碳纳米管的半径，"$ &<’ 是
初始曲率，# 和 ! 分别是碳纳米管的弹性模量和壁
厚 !本文利用 GCGMNO<O=/,I/PI 软件中的 OTUTVT 子
程序将初始内应力施加于碳纳米管壁，从而描述由
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于石墨板卷曲引起的初始内应力 !由（"）式可以看
出，随着碳纳米管直径的增加，初始内应力迅速减

小，因此对较大直径的多壁碳纳米管完全可以忽略

初始内应力的影响 !

# $ 有限元结果与分子动力学结果的对比

由于碳纳米管尺寸太小，难以用常规实验手段

进行测试，特别地，碳纳米管位置的控制、拾取、放

置、特殊情况下夹具的制造、加载的实现、力的测量

及纳米尺度力学变形的表征是实验研究中遇到的最

大困难 !因此，目前碳纳米管力学性能的实验方法大
都是间接测量方法，而且大量的实验工作主要集中

在研究碳纳米管的弹性性质方面，其中最主要的是

碳纳米管的弹性模量［#，%&，%’］!由于受到纳米尺度和纳
米力学变形表征的限制，碳纳米管屈曲行为的实验

研究是非常困难的 !目前关于碳纳米管屈曲的实验
结果尚未见报道，因此理论和数值模拟方法被广泛

用来研究碳纳米管的屈曲行为 !随着更精确的力场
和完善的数值计算方法的提出，分子动力学模拟方

法在揭示碳纳米管的力学行为方面起了重要的作

用［%，(］! )*+,-./等［%0］指出分子动力学模拟方法是研
究材料性质的一个强有力的工具 !但是分子动力学
受到计算尺寸的限制，直接从纳观和微观结构来预

测宏观材料的性能和结构的响应带来很大困难 !因
此，有限元方法将成为更加快捷、准确的分析方法 !
为了验证有限元模拟结果的可靠性，我们将有限元

计算结果和经典的分子动力学结果进行了对比，下

面给出详细的计算结果 !

!"#" 轴向载荷作用下单壁碳纳米管的变形

首先建立弹性薄壳有限元模型，长度 ! 1 & 23，
直径 " 1 4! 5( 23，弹性模量 # 1 (! ( 67,，壁厚 $ 1
4$4&& 23，泊松比!1 4!85 !和分子动力学方法类似，
通过控制位移来实现轴向加载 !图 8给出了单壁碳
纳米管轴向压缩变形的有限元模拟结果 !在加载过
程中随着应变的不断增加出现了四个不同的屈曲构

型，分别对应压缩应变为 4 ! 4(8，4 ! 404，4 ! 84(0 和
4$8"(，如图 8所示 !

9,:*;/*2［(］采用 6.-/*<<=>-.22.- 多体势研究了
（’，’）碳纳米管在轴向压缩下的变形过程，碳纳米管
长度 ! 1 & 23，直径 " 1 4!5( 23!施加的载荷是端部
均匀的位移载荷 !图 %给出了 9,:*;/*2分子动力学
的计算结果，在加载过程中随着应变的不断增加同

图 8 单壁碳纳米管轴向压缩变形有限元模拟结果

图 % 分子动力学计算结果［(］

图 # 轴向压缩载荷随应变的变化曲线

样出现了四个不同的屈曲构型，分别对应压缩应变

为 4 ! 4(，4 ! 4’&，4 ! 45 和 4 ! 8#，如图 % 所示 ! 将
9,:*;/*2得到的分子动力学模拟结果（如图 %所示）
和本文有限元的计算结果（图 8）进行对比，可以发现
屈曲的临界值以及后屈曲的构型都符合得非常好 !这
表明只要选择正确的方法，完全可以用连续壳体理论

来预测碳纳米管的屈曲临界值和后屈曲构型 !
?@等［%5］利用分子动力学方法模拟了 ! 1 84 23

的（84，84）单壁碳纳米管的轴向压缩变形过程，碳纳
米管的一个端部采用固支边界条件，另一端施加轴
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向位移载荷 !本文有限元模拟中采用同样的方法来
模拟轴向压缩过程 !图 "给出了本文有限元计算结
果和 #$等［%&］分子动力学计算结果的对比，可以看
出，无论是临界载荷、临界屈曲应变还是后屈曲路径

都符合得非常好，这进一步验证了本文采用的有限

元模拟方法的有效性 !

! "# 弯曲载荷作用下单壁碳纳米管的变形

本文建立的有限元模型为长度 ! ’ ( )*，直径

" ’ +,-+& )*的弹性薄壳 !其弹性模量和壁厚分别
为 # ’ .!. /01，$ ’ -!-22 )*，泊松比!’ -! +& !在碳
纳米管的两个端面施加刚性面以保证端面形状不发

生改变，同时又能保证变形后的轴线与端面保持垂

直 !弯曲变形由位移载荷控制，边界条件和分子动力
学模拟的边界条件相同 !本文有限元计算得到了碳
纳米管弯曲应变能和弯矩随弯曲角度的变化关系以

及碳纳米管的弯曲构型，如图 3所示 !

图 3 单壁碳纳米管弯曲变形有限元计算结果 （1）应变能、弯矩随弯曲角度的关系；（4）弯曲构型图

5167487)等［.］采用分子动力学方法计算了单壁
碳纳米管在弯曲载荷作用下的非线性力学行为 !计
算模型为（+"，-）的碳纳米管，长度 ! ’ ( )*，直径 "
’ +!-+& )*!两端的原子固定在刚性面上，施加位
移载荷实现碳纳米管的弯曲变形 ! 图 . 给出了
5167487)等分子动力学模拟的计算结果 !
由图 3（1）和图 .（1）中可以看到，应变能随弯曲

角度的平方形式增长，当达到临界值时突然降低，此

时碳纳米管结构发生弹性屈曲，然后能量基本上以

线性形式增加 !从分子动力学和有限元的计算结果
都可以看出当弯曲角度"’ +91:时碳纳米管发生临
界屈曲，二者符合得非常好 !图 3（4）和图 .（4）所示
的碳纳米管的弯曲构型可以看出，有限元结果和分

子动力学结果有着很好的一致性 !这更有理由使我
们相信，有限元方法完全可以模拟纳米尺度的非线

性力学问题 !

图 . 分子动力学计算结果［.］ （1）应变能、弯矩随弯曲角度的关系；（4）弯曲构型图
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!" 计算结果

!"#" 单壁碳纳米管的轴压屈曲

在有限元计算中，通过调整网格的密度来控制

计算结果的收敛性，即认为屈曲的临界值与网格的

变化没有关系时，网格的密度不再细化 #上节已经给
出了四个不同压缩应变下单壁碳纳米管的不同屈曲

构型，可以看出分子动力学的模拟结果与有限元的

分析结果符合较好，关于屈曲构型的计算在此不再

重复 #
本文对固定长径比 ! $" % &# &的不同直径的锯

齿形（’()*+)）单壁碳纳米管的临界屈曲载荷 #,-进行

了研究，有限元计算中弹性模量和壁厚分别取 $ %
.#. /0+，% % 1#122 34，泊松比!% 1# 56 #表 7给出了
本文有限元计算结果和 8(9:等［;1］分子动力学计算
结果的对比 #
从表 7可以看出，有限元计算得到的临界屈曲

载荷和分子动力学的计算结果符合较好 #计算结果
表明：随着直径 " 的增大，临界屈曲载荷也增大 #当
直径 " % 5#5&2 34时，临界屈曲载荷 #,-达到最大值

5";7 < 51= &>；当直径 " 超过 5 # 5&2 34时，临界屈曲
载荷 #,-开始下降，最后稳定在 5"5!. < 51= & >#这里
值得注意的是对于任意固定长径比 ! $" 的单壁碳
纳米管，总存在一个最优直径 #

表 7 锯齿型单壁碳纳米管的屈曲载荷

（&，’）
直径

"$51 = 534

临界屈曲载荷 #,- $51 = &>
8(9:等［;1］分子动力学

计算结果

本文有限元

计算结果

（!，1） ; #5; 1 #&7 1 #&.5

（.，1） ; #67 1 #6! 1 #622

（51，1） & #?! 5 #56 5 #75.

（5.，1） 55#&2 5 #;1 5 #;7

（71，1） 5.#2& 5 #7. 5 #7?

（7.，1） 56#.6 5 #52 5 #5?;

（;1，1） 7;#.5 5 #57 5 #52

（;.，1） 7&#!; 5 #55 5 #5..

（!1，1） ;5#;. 5 #51 5 #5.

（!.，1） ;.#7& 5 #51 5 #5!?

（.1，1） ;6#5? 5 #16 5 #5!.

（..，1） !;#51 5 #16 5 #5!.

为了能更清楚地阐述这一观点，图 2给出了锯

齿形单壁碳纳米管的临界轴向屈曲载荷 #,-随直径

" 的变化曲线 #从有限元和分子动力学的计算结果
都可以看出，随着直径 " 的增大，临界屈曲载荷迅
速增大 #但是当直径 " 达到最优值 5 # 5&2 34时，随
着直径 " 的增加，临界屈曲载荷 #,-缓慢减小，最后

趋于一个稳定的值 #

图 2 临界屈曲载荷随直径的变化关系

图 & 临界屈曲应变随管长变化关系

从图 2 可以看出，有限元计算的结果略高于
8(9:等［;1］的分子动力学计算结果，主要原因是在有
限元分析中碳纳米管被当作无缺陷的连续完善壳

体，但在分子动力学模拟中，单壁碳纳米管是一族沿

圆柱面分布的离散碳原子，单壁碳纳米管中每个碳

原子的准确坐标由总势能的最小值确定，能量最小

化并不一定意味着所有碳原子完全对称的分布，微

小的局部几何缺陷是不可避免的 #因此，分子动力
学模拟得到的临界屈曲载荷略小于有限元数值模拟
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的结果 !
事实上，基于 "#$$%&&方程的经典壳体理论也能

够用于分析碳纳米管的屈曲 ! 取单层圆柱壳的长度
为 !，半径为 "，壁厚为 #，弹性模量为 $，泊松比为

!! 假设 %和&分别为轴向和环向波数，则可以得到
圆柱壳的临界屈曲应变为

"’( ) * ’
$# ) (

$#
%!( )!

*+ %!( )!
+

, &( )"[ ]+ +

, -
"+

%!( )!
%!( )!

+

, &( )"











+

+

， （.）

进一步可以得到圆柱壳的临界屈曲载荷为

)’( ) +!*#$"’(

) +!*$#/

-+（- *!+）
%!( )!

*+ %!( )!
*+

, &( )"[ ]+ +

, +!#$
"

%!( )!
%!( )!

+

, &( )"











+

+

! （0）

使用弹性壳体模型预测碳纳米管临界屈曲载荷

的关键是参数的选取 !一些研究者建议采用石墨板
的层间距作为单壁碳纳米管的等效厚度，即 # )
12/3 $4!但是如果取 # ) 1! /3 $4，由方程（0）得到
的临界屈曲载荷明显大于分子动力学和有限元的计

算结果 !因此，56%7等［/1］建议取碳原子的直径 12-.3
$4作为碳纳米管的壁厚，弹性模量按 8#$9等［+:］的
实验测量结果取 $ ) -! +; <=>!因为临界屈曲载荷
对泊松比不敏感，我们仍按 56%7 等的建议取! )
12+. !则使用方程（0）可以得到锯齿形单壁碳纳米管
的临界屈曲载荷 )’(，如图 0 中的实线所示 ! 56%7
等［/1］指出，用方程（0）得到的临界屈曲载荷在直径
为 12.3? $4—32/- $4时和分子动力学的结果符合
较好，即用经典壳体理论计算临界屈曲载荷时存在

一个最优直径范围 !事实上，如果选定弹性模量 $、
壁厚 # 和泊松比!，固定圆柱壳的长径比，用经典壳
体理论得到的临界屈曲载荷对半径的变化并不敏

感 !从图 0可以看出，直径为 -2?.? $4—32/- $4或
者更大时，采用经典壳体理论得到的临界屈曲载荷

和分子动力学以及有限元计算结果十分接近 !当半
径较小时，即圆柱壳的厚径比 # @" A 1200时，碳纳米
管更接近于欧拉杆，因此，应采用两端固支边界条件

的杆的欧拉公式

)’( ) 3!+ $+
!+ （:）

来预测碳纳米管的临界屈曲载荷 !图 0中给出了用
56%7等［/1］建议的参数（$ ) -! +; <=>，# ) 1! -.3 $4）
和 B>C#DE#$等［.］建议的参数（$ ) .! . <=>，# ) 1! 100
$4）代入方程（:）得到的计算结果，可以看出，用 $
) .!. <=>，# ) 1! 100 $4比 $ ) -! +; <=>，# ) 1! -.3
$4能更好地预测单壁碳纳米管的临界屈曲载荷 !在
直径为 12/-/ $4—-2-:0 $4时，欧拉公式能很好地
预测单壁碳纳米管的临界屈曲载荷 !从图 0还可以
看出，如果固定长径比，在一定的直径范围内，经典

壳体理论和欧拉公式都不能很好地预测碳纳米管的

临界屈曲载荷，也就是在壳体模型向欧拉模型过渡

时，两种模型都不能很好地预测临界屈曲载荷，但是

有限元计算结果在整个范围内可以很好地预测碳纳

米管的临界屈曲载荷，由此可以看出有限元方法是

研究碳纳米管非线性力学行为的强有力的工具

之一 !
图 :给出了（-1，-1）单壁碳纳米管临界屈曲应

变随管长变化的有限元计算结果和分子动力学计算

结果［+0］的对比 !本文计算了管长为 +230 $4—-321
$4的临界屈曲应变的变化情况，可以看出有限元计
算结果和分子动力学结果符合较好 !图 :表明随着
管长的增加，临界屈曲应变"’(逐渐减小 !

!"#" 单壁碳纳米管的纯弯屈曲

有限元数值模拟过程中，在碳纳米管的两个端

面分别施加刚性面以保证其端面形状不发生改变，

同时又能保证变形后的轴线与端面保持垂直 !弯曲
变形由位移载荷控制，边界条件和 F>#等［/-］的分子
动力学模拟方法是一致的 !
定义弯曲角度#，指变形后的单壁碳纳米管的

轴线与初始位置的夹角，其临界弯曲角为#’(，定义

碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率为

$’( )#’( @!， （;）

! 为碳纳米管的长度，设碳纳米管的直径为 ,，那么
单壁碳纳米管的临界弯曲屈曲应变为

"’( )$’(·, @+ ! （?）

B>C#DE#$等［.］认为碳纳米管在弯曲载荷作用下
的临界屈曲应变值和轴向压缩下的临界屈曲应变值

是相当的，即

"’(GD%$H6$9 )"’(G’#4I ) +
/（- *!+! ）

#
, ， （-1）

这里 # 和 , 分别表示单壁碳纳米管的厚度和直径，
如果!) 1!-?，那么
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!!"#$%&’(&) ! * +*,- !
" + （**）

由此可以得到单壁碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率为

"!"#$%&’(&) . /!!"#$%&’(&) 0" . /+12/ !
"/ + （*/）

3456$76&认为临界弯曲屈曲曲率与碳纳米管的
长度无关，与 ! 0"/ 成正比 +

8(9(:4等［/］研究了单壁碳纳米管的弯曲屈曲曲
率随管长、直径以及手性的变化关系，他们的研究表

明临界曲率与管长无关，而且当碳纳米管的直径 "
; / &:时，碳纳米管的螺旋性对碳纳米管力学性能
的影响小于 *<，几乎可以忽略 +临界曲率可用下式
表示：

# 7 . * +=>
"/ * ? > +@>

"2 *A1 !67（-#[ ]）， （*1）
临界弯曲屈曲曲率的单位为 *0&:，" 是碳纳米管的
直径，单位为 &:+#是碳纳米管的螺旋性，A表示锯
齿形碳纳米管，!0-表示扶手椅型碳纳米管，介于 A
和!0-之间表示一般类型的碳纳米管 +

B46等［1*］利用分子动力学方法也给出了计算单
壁碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率的计算公式为

"!"#$%&’(&) . A +A,1@0"/ + （*=）
我们采用同 B46等［1*］一样的碳纳米管模型，利用

有限元方法研究了长度 $ . /= &:的扶手椅型单壁碳
纳米管临界弯曲屈曲曲率随直径的变化关系，表 1给
出了本文计算结果和 B46等［1*］计算结果的对比 +

表 1 长度 $ . /= &:的不同半径的单壁碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率

（%，&） 直径 "0&:
临界弯曲屈曲曲率"!" 0%& C *

B46等 DE结果 本文 FGD结果

（*A，*A） * +12, A +A1@ A +A12,

（*2，*2） / +A1- A +A*, A +A*==

（/A，/A） / +,*2 A +AA> A +AA,-@

图 @给出了 $ . /= &:的扶手椅型单壁碳纳米
管的临界弯曲屈曲曲率随直径的变化关系，图中包

括了本文有限元计算结果、B46等［1*］、3456$76&等［2］

和 8(9(:4等［/］分子动力学的计算结果 +本文有限元
得到的临界弯曲屈曲曲率与直径的关系可拟合为

"FGD
!"#$%&’(&) . A +A-=10"/ + （*2）

从图 @ 中可以看出，B46 等、3456$76& 等和
8(9(:4等利用分子动力学方法得到的碳纳米管弯曲
的临界屈曲曲率与碳纳米管直径的平方成反比，本

文的有限元计算结果同样预测出碳纳米管的临界弯

曲屈曲曲率与碳纳米管直径的平方成反比 +本文中

图 @ 单壁碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率随直径的变化关系

碳纳米管的长度和 B46等选取的长度是相同的，因
此本文的有限元计算结果更接近于 B46等分子动力
学的计算结果，验证了有限元方法模拟纳米尺度力

学问题的可靠性，再次表明有限元方法是模拟纳米

尺度问题的强有力的工具 + 本文计算结果与
3456$76&等［2］和 8(9(:4等［/］的计算结果有一定的差
异，其原因是本文的有限元计算结果包含了长度效

应，而 3456$76&等和 8(9(:4等都认为碳纳米管的临
界曲率与管长无关 +

图 > 弯矩随弯曲角度的变化关系

图 >给出了不同长度的（/A，/A）单壁碳纳米管
的弯矩随弯曲角度的变化关系，从图中可以看出，随

着碳纳米管长度的增加，临界载荷逐渐减小，临界弯

曲角度逐渐增大 +在临界屈曲发生前，弯矩同弯曲角
度基本呈线性关系变化，当达到临界弯曲角度时，弯

矩不再增大，随着弯曲角度的继续增大，弯矩突然下

降，进入后屈曲状态 +可以看出，碳纳米管的弯曲屈
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曲具有不稳定的后屈曲路径 !

图 "# 弯矩与弯曲屈曲曲率的关系

图 "#进一步给出了不同长度的（$#，$#）单壁碳
纳米管的弯矩随弯曲屈曲曲率的变化关系，从图中

可以看出，碳纳米管的长度对临界屈曲曲率有一定

的影响，但是影响不大，基本在!%& ’ #(##) 附近
变化 !

图 ""给出了不同长度的（$#，$#）单壁碳纳米管
在初始屈曲状态时的几何构型 !从图中可以看出，不
同长度的单壁碳纳米管的屈曲构型是不相同的 !当
碳纳米管的长度 ! ’ "* +,时，在碳纳米管的中部仅
有一个局部的跳跃（-+./）屈曲（纽结）；当碳纳米管
的长度 !!$* +,时，两个对称的跳跃屈曲同时发生
在碳纳米管的两端，管长 ! ’ $* +,时，纽结的位置
与碳纳米管的端部之间的距离是 0(1 +,，管长 ! ’
*# +,时，纽结的位置与碳纳米管的端部之间的距
离是 "2(0 +,!对形成两个对称跳跃屈曲的碳纳米管
而言，随着碳纳米管管长的增加，纽结的位置与碳纳

米管的端部之间的距离增大 !当碳纳米管的长度 !
’ $# +,时，在碳纳米管的中部形成三个相邻的纽
结（跳跃屈曲），进一步从图 "$可以看出，随着弯曲
角度的增加，三个纽结并没有合并成为单个纽结，而

是形成三个更深的纽结 !研究结果表明，随着管长的
减小，两个对称的纽结逐步向碳纳米管的中部靠近，

但是存在一个临界长度 !，使得碳纳米管在弯曲过
程中形成三个纽结，当管长小于这个临界值时，对称

的两个纽结合并为单个纽结 !

图 "" 不同长度的（$#，$#）单壁碳纳米管在初始屈曲状态时的几何构型

图 "$ ! ’ $# +,的（$#，$#）单壁碳纳米管不同屈曲状态时的后屈曲构型

*( 结 论

本文使用有限元方法系统地研究了单壁碳纳米

管的轴压屈曲和弯曲屈曲行为，并将有限元模拟结

果和分子动力学模拟结果进行了比较 !研究结果表
明："）有限元方法得到的计算结果和分子动力学的
模拟结果符合较好，验证了有限元方法的有效性 ! $）
本文有限元计算结果同 3456等［$1］的分子动力学计
算结果均表明：随着单壁碳纳米管直径 " 的增大，
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临界屈曲载荷迅速增大 !存在最优直径 !，随着直径
! 的增加，临界屈曲载荷 ""#缓慢减小，最后趋于一

个稳定的值 ! $）单壁碳纳米管的临界弯曲屈曲曲率
与碳纳米管直径的平方成反比，弯曲屈曲应变与直

径成反比 ! %）在弯曲载荷作用下，随着单壁碳纳米管
管长的减小，两个对称的纽结逐步向碳纳米管的中

部靠近，对称的两个纽结可能合并为单个纽结，存在

一个临界长度 #，使得单壁碳纳米管在弯曲过程中
形成三个纽结 ! &）单壁碳纳米管在轴压和弯曲载荷
作用下具有不稳定的后屈曲路径 !研究结果同时表
明合理地选择碳纳米管的弹性模量和壁厚，有限元

方法能够很好地解释碳纳米管的屈曲机理 !这意味
着在模拟大尺度的纳米力学问题时，有限元方法将

会成为更加准确和快捷的数值模拟方法 !
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