
肥皂泡筏中的力律与肥皂泡半径的关系!
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利用肥皂泡之间的吸引排斥相互作用和 )*+*,-.切割粘合方案研究了不同半径泡筏边界上的肥皂泡所受的回
复力与位移的关系曲线 /计算得到回复力达到最大值的位置与 0,122所获得的结果一致，结合曲线的物理特征，给
出一个新的函数形式来描述此力律曲线，从而得到肥皂泡筏中的力律与肥皂泡半径的关系 /
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& C 引 言

自 &6"%年 0,122和 D@*［&］用肥皂泡筏来模拟金
属中密排面上原子的排列，特别是原子排列时候形

成的空位，间隙，位错和晶界等缺陷，肥皂泡筏就被

人们广泛应用 /如早期做的断裂方面的工作［$］，以及
最近的纳米压痕技术［3］，纳米刻度断裂［"］已经成功

用肥皂泡筏模型对实际金属中的复杂现象来提供定

量的预测 /然而肥皂泡筏中的位错问题仍然具有争
议，这主要是因为泡筏之间相互作用力律没有得到

澄清 / D+B;-.;=，E;9*,，FA+ 等人［"—(］先后对泡筏中的
相互作用力进行了研究，G;,*91= 等人［6］对 )*+*,-.8
D1>1,,;的处理方法进行了改进，他们引入带有参数
的唯象力律代替正弦力律，并研究了直径为 &C3 99
的肥皂泡筏，但是这些都不能够很好的解释实验上

观察到的位错宽度随着泡筏半径的变化而改变 /
解决位错宽度随肥皂泡筏半径变化关系的问题

关键在于找出肥皂泡筏中的力律与肥皂泡半径的关

系 /目前寻找力律的方法基本上都是基于 )*+*,-.切
割粘合方案，将无限的晶体平面沿晶体的某一密排

面方向分成两半无限，让上半平面的晶体相对下半

平面整体滑移，认为在滑移方向上的回复力与位移

的关系就是力律［&#—&$］/本文也采用这样的处理方
法，但是对于肥皂泡来说，若让其做刚性滑移，得到

的力律与真实的力律不符合，差别很大 /因此，本文

不是让两个半无限的平面作刚性滑移，而是让它们

在滑移的过程中要通过弛豫来保持竖直方向上仍然

处于平衡 /
本文在 D+B;-.;=，E;9*,等人工作的基础上，计算

了边界上的肥皂泡所受的回复力与位移的关系，计

算得到的回复力达到最大值位置的结果与 0,122理
论上分析得到的结果一致，从获得的曲线关系的物

理特征出发，找到了一个力律来代替正弦力律 /最终
得到了肥皂泡筏中的力律与肥皂泡半径的关系 /

$ C 理论方法

晶体不受作用力时不发生形变，无形变的晶体

的内部粒子排列于其平衡位置上 /当发生形变时，
粒子间发生了相对的位移，平衡状态被破坏，粒子间

也产生相互作用力，这种力驱使粒子恢复到原来的

平衡位置，这时粒子间的相互作用力称为回复力 /
设将一无限的泡筏沿某一密排方向分成两半无

限，让上下两半无限沿该方向相对位移，若把上下

两部分各看作是一个弹性体，在未弛豫阶段，这两

部分都可以暂时被认为是自由和不受力的 /当把两
半无限泡筏结合起来时，上下两方的肥皂泡会在其

相互作用力的作用下发生位置弛豫和位移 /用弹性
力学的语言来说，就是上下两半晶体在滑移面上，

各自受到一个回复力的作用，最后导致平衡组态 /这
里的回复力是由上下两半无限肥皂泡筏之间的相互
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作用力在水平滑移方向的分力提供的 !
由于泡筏受力容易发生形变，若让其做刚性移

动，即只在水平方向上有位移，这时由于肥皂泡变形

厉害，肥皂泡之间的排斥力就会增大，它们在竖直

方向上的合力也将变大，就不能够保持竖直方向的

平衡 !这里设上半平面的泡筏在竖直方向上通过弛
豫来维持平衡 !只要知道上下两半无限平面在边界
上的肥皂泡之间的相互作用力，就可以计算出回复

力的大小 !
"#$%&’%(和 )%*+,等人已经计算了泡筏中两肥

皂泡之间的吸引力和排斥力 !并给出了考虑多体相
互作用后的两肥皂泡之间排斥力的计算公式［-，.］

!" / !（!"）/ !（"" 0#"# 0#"$）， （1）

其中 "，#，$ 表示肥皂泡筏的三个密排面的方向，""

表示的是肥皂泡体积变化后轴向的压缩率，!" 表示

考虑了多体相互作用后的两肥皂泡在 " 方向的压缩
率 !当已知""，"#，"$ 时，就可计算出相应的 !"，由于
计算过程繁琐，这里不再细述 !由几何关系，可得到
回复力的计算公式
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其中，% 是泡筏处于平衡时两肥皂泡球心之间的距
离，相当于晶格常数，& 是上半平面的泡筏在滑移过
程中在竖直方向上的弛豫量 ! 我们每给定一个位
移，通过调整竖直方向上的弛豫量 & 来保持竖直方
向上的平衡，再通过（2）式就可求解出与位移 ’ 对
应的回复力 ! !

5 7 计算结果及讨论

图 1是计算得到的不同半径的肥皂泡筏的回复
力 ! 与位移 ’ 的关系曲线 !从图中可看出，随着肥皂
泡半径的增大，曲线的最大值逐渐增大，即回复力的

最大值是逐渐增大的；此外还可以看出，力达到最大

值时需要的位移也是随着泡筏半径的增大而逐渐增

大的，泡筏半径越大，所需位移越靠近 18- 周期（这
里位移的周期是以晶格常数 % 为单位测量的）!计
算中力达到最大值就是在上半平面的肥皂泡和下半

平面左下侧的肥皂泡分离的地方，这与 9,3:: 理论
分析得到结果是一致的［;］!也就意味着随着泡筏半
径的增大，上半平面的肥皂泡和下半平面左下侧的

肥皂泡分离的越慢，这说明半径越大，形变越大，半

径小的肥皂泡不容易发生形变 !理论上来说，回复力
与位移的关系曲线应该是一条很光滑的曲线，可我

们得到的曲线在临界的地方并不是很光滑，这可能

是由于临界点附近的泡筏之间的多体相互作用力太

复杂，而我们采用的处理方法过于理想化而造成的 !

图 1 不同半径泡筏回复力与位移关系理论计算曲线

图 2中给出了与理论曲线斜率相同，周期相同
的正弦曲线，可以看出，在平衡位置附近，其与正弦

力律是符合的很好的，但是回复力达到最大值所需

要的位移远远小于正弦力律时的 18- 周期，而且力
的最大值也相差很大，可见真实的力律与正弦力律

是有一定的差别的，因此，我们需要找到一个更好的

力律 !
通过分析，这个力律的函数形式要满足以下三

个条件：1）在平衡位置附近满足 <%%=+定律，即要保
证找到的函数关系曲线能够在平衡位置附近的斜率

和理论曲线的斜率一致 ! 2）函数要满足周期性，而且
力取最大值所需位移的位置与理论上的最大值位置

一致，当回复力取最大值所需位移达到 18-周期时，
函数要近似为正弦形式 ! 5）力的最大值与理论曲线
上的最大值一致 !
要找出完全符合以上三个条件的函数关系来描

叙回复力与位移的关系有一定的难度 !但是，可以找
到一个函数能够近似的满足上述条件，形式为
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图 ! 不同半径泡筏的理论曲线与拟合曲线的对比

（"）式中 ! 是上半平面肥皂泡相对下半平面的位移
（以晶格常数 " 为单位测量），这里晶格常数 " 是整
个泡筏处于平衡的时候两肥皂泡球心之间的距离，

!和"是两个与肥皂泡半径有关的参数，!是表示
回复力取最大值时泡筏所滑移的位移，"用来调节
回复力最大值的值 # # 是一个常数，它由理论计算曲
线的斜率来确定 #表 $给出了几种不同半径泡筏的

"和!的计算值 #

表 $ 不同半径的计算值

$ % && " % && ! % && # % $’ ( $)* " !+" #’

’,!!! ’,-".- ’,’’/- ’,’.’- !,! ’,’$.! ’,’$

’,!.0 ’,1/!’ ’,’$/ ’,$"$/ " ’,’"’/ ’,’$2

’,1.! $,$!" ’,$’$ ’,""/2 ’,/ ’,’/.. ’,’1$

’,01 $,!!" ’,$!0 ’,".’$ ’,0 ’,$’! ’,’1.

’,/// $,0$/ ’,!1 ’,0’-’ ’,!1 ’,$1 ’,’/.

拟合得到的回复力与位移的关系曲线如图 !所
示，与正弦关系曲线相比，它们在平衡位置附近的斜

率是相等的，力的最大值不到正弦力律最大值的

$+!，而且回复力达到最大值的位置远小于正弦曲线
的四分之一周期 #与理论计算曲线相比，力的最大值

位置比理论计算的略小，而力达到最大值的位置却

大致相同 #并且随着半径的增大，力达到最大值的位
置与理论计算曲线的最大值越来越接近 #
从表 $中的数据可以看出，!和"的值与肥皂

泡的半径之间存在着如下的近似关系：

!
" ! ’,.0$! ( ’,2/$"，"! $03(2$， （-）

其中$4 $ +"’，是表征肥皂泡半径大小的物理量，"’

是拉普拉斯常数，其值为 "’ 4 $,-/ &&#
根据文献［1］中的分析，当$的取值很小时，即

肥皂泡的半径很小时，肥皂泡可近似的看做刚性小

球，可近似的认为两半无限的平面之间的滑移只在

水平方向上有位移，根据此计算得到的上下两半无
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限平面分离所需的位移与晶格常数之间近似有如下

关系：

!
! ! !"" # （$）

图 %是将（&）式代入（%）式后得到的不同半径的
回复力与位移的关系曲线与三种金属根据滑移面上

的原子沿 ’ ((" )方向滑移时的广义层错能曲线得

到的它们在滑移面中的回复力与位移的关系曲线的

对比［(%，(&］，同时，我们给出了 *+和 *,的回复力与位

移的关系曲线与肥皂泡的对比 #从图中可以看出，直

径在 (-".—(-%. //范围的肥皂泡所得到的回复力

与位移的关系曲线与 01 的曲线符合的较好，这与

234等人［.］得到的结果一致，如图 &所示 #

图 % 不同金属与不同半径肥皂泡筏的回复力与位移关系曲线的对比

图 & 肥皂泡筏的势能与 01的经验势能和第一性原理得到的势

能曲线的比较

&- 结论与展望

本文全面分析了泡筏中肥皂泡之间的相互作用

力，通过对不同半径的泡筏计算，得到了边界上的肥

皂泡所受的回复力与位移的关系曲线，计算得到的

回复力达到最大值的地方与 567++从理论上分析得
到的结果一致 #在此基础上，根据该曲线的物理特
征，找到了一个力律来替代正弦力律，并得到了不同

半径的肥皂泡筏的回复力与肥皂泡半径的一个普遍

关系 #该力律所得到的结果与从金属广义层错能处
获得的回复力的曲线符合程度令人满意 #以后的工
作中会将该力律代到位错方程［($—(8］中去求解位错

芯的宽度，并研究其与泡筏半径的关系 #
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