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通过使用推广的 ()*+,-./01*2343*55067) 摄动方法，研究了二维热离子等离子体中两个沿不同方向传播的离子声

孤波的相互作用，得到了两个分别描述沿!和"方向传播的孤波的 689 方程以及两个孤波以任意夹角碰撞后的相

移和轨道 :同时还研究了离子温度比#、热容比$和碰撞夹角%对孤波相移的影响 :研究表明，这些参量可以明显

地改变孤波的相移，且在该系统中存在压缩型孤波 :
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’ N 引 言

近年来非线性波，特别是孤波的研究引起了人

们极大的兴趣［’—’$］，其中等离子体中孤波的研究更

为引人注目，研究涉及离子声孤波［’’，’%］，尘埃声孤

波［’#］和尘埃离子声孤波［’;］等 : 在过去几十年里关

于孤子已经发展出了一套成熟的理论，孤子的概念

不仅扩展到了物理学的几乎所有分支，例如：流体动

力学、场论、非线性光学和凝聚态物理等，而且延伸

到了自然科学的各个邻域，例如：化学、生物学、数

学、通讯技术等 : 在等离子体众多的非线性结构中，

离子声孤波代表了现代等离子体研究中关于非线性

现象的最重要的方面之一 :它们的出现是由于在非

线性和色散间存在精妙的平衡 :对于非线性波结构

的研究，通常是采用各种摄动方法展开的 :基于这些

方法有许多近似模型已被建立并用来描述波自身及

其慢变波包的传播 :在小振幅假设下，几乎每一个近

似模型都被归结为一些非线性偏微分方程，如：689
方程，修正 的 689（I0689）方 程 和 非 线 性 薛 定 谔

（A1=）方程［’<—’"］等 : 目前，理论上在长波近似下，无

碰撞等离子体中离子声孤波的动力学行为可由 689
方程来描述 : 通过使用不同的摄动方法，文献［’%，

’&—%$］成功研究了不同等离子体系统中的离子声

孤波 :
热等离子体物理与技术的研究在世界范围内受

到了越来越多的重视 : 目前，热等离子体技术已覆

盖了很广阔的应用领域，并取得了新的进展 :典型的

有：’）热等离子体涂镀技术，包括等离子体喷涂、电

弧喷 涂、等 离 子 体 化 学 蒸 气 沉 积（ O(E9P）技

术［%’—%#］；%）热等离子体微细粉末合成，特别是达到

纳米级粉末的合成［%;，%<］；#）热等离子体处理废物，特

别是有毒废物［%?］；;）热等离子体使粉末球化、致密

化［%"］；<）热等离子体冶金和提取冶金技术［%&］: 鉴于

热等离子体物理与技术的研究有着广阔的发展和应

用前景，所以很有必要研究该系统中孤波的传播及

其相互作用 :
如同 >-Q7KRS 和 6.7KR-5［%T］首先描述的那样，孤

波最为引人注目的特性是其在碰撞后仍能保持形状

不变 :本文要研究的是两个孤波碰撞后的相移和轨

道 :在一个一维（或准一维）系统中只存在着两种确

定的孤波相互作用形式：追碰和正碰 :孤波间的追赶

碰撞可以使用 *+UM.KM K,-44M.*+2 4.-+KV).I-4*)+（W=O）方

法进行研究［#$］，而孤波间的正碰可以使用推广的

()*+,-./01*2343*55067)（(16）方法进行研究［#’］: 通过

使用推广的 (16 摄动方法，X7-+2 和 9M5-.8M［#%］研究
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了一维离子声孤波的正碰，!"#［$$］研究了一维尘埃

声孤波的正碰 %在二维系统中，一般的情况是 &!!
!!，这里!指两个孤波传播方向间的夹角，所以在

一维系统中的追碰和正碰分别只是! ’ & 和! ’!
时的两种特殊情形 %为研究一般情形的孤波相互作

用，本文通过使用推广的 ()* 摄动方法，研究了二

维热离子等离子体中两个离子声孤波以任意夹角的

碰撞，得到了分别描述沿两个不同方向传播的孤波

的 *+, 方程以及两个孤波相互作用后的相移和轨

道 %同时还研究了离子温度比"，热容比#和碰撞夹

角!对孤波相移的影响 %

- . *+, 方程和孤波碰撞相移

为了解二维热等离子体中离子声孤波的相互作

用，这里考虑一个由等温电子和热离子组成的无磁

场无碰撞等离子体中有限小振幅波在（ !，"）平面内

传播的情况 %该系统中低频离子声孤波的动力学行

为可由连续性方程、动量方程和 (/011/2 方程来描

述 %其无量纲化二维形式的基本方程组为
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其中

## ’ ($， （8）

在以上方程中：#，%，&，$，##，)，’ 分别为离子

数密度、离子流沿 ! 和 " 方向的运动速度、静电势、

电子数密度、光速及离子压力 %"’ * 0 9*#:（ *#: ’ * 0·

*# 9（%* 0 3&*#），其中%和&分别是归一化的离子温

度和电子温度），#是定压热容量与定容热容量的比

值 %各物理量的无量纲化过程为 # ’ #; 9#&，## ’ #;# 9
#&，% ’ %; 9（ +*# 9,）49-， & ’ &; 9（ +*# 9,）49-，) ’ ); 9

（+*# 9,）49-，$’$; 9（ +*# 9 (），$ ’ $; 9’5 4
’- ，! ’ !; 9(<，

" ’ "; 9(<，’ ’ ’; 9 ’& %其中 #; ，#;# ，%; ，&; ，$; ，!; ，

"; ，$; ，’; 分别为相应具有量纲的物理量 % #&为未受

扰动 的 背 景 电 子 数 密 度，*# 为 电 子 温 度，+ 为

=/>?@AB22 常量，（ +*# 9,）49- 为声速，其中 , 为离子

质量，’5 4
’- ’（)& , 9#& (-）49- 为离子等离子体的周期，

(< ’（)& +*# 9#& (-）49- 为德拜长度，’& ’ #& *# 为离子

平衡时的压力 %
假定在等离子体中存在两个沿不同方向传播的

波，其振幅具有)量级（这里)是一个标识非线性

强度的参量）且它们之间的碰撞很微弱 %理想情况可

以认为该碰撞是准弹性的，因此碰撞后只产生相移 %
这里采用推广的 ()* 摄动方法［$4—$$］研究碰撞对孤

波产生的影响 % 该方法是标准的约化摄动法［$6，$7］和

应变坐标方法的结合，其主要思想是在长波近似条

件下，通过有效的渐进展开，在消去久期项的同时得

到孤波相互作用后的相移 % 对于二维系统，两个孤

波间不同的夹角!将导致相互作用后不同的相移，

因此相移通常是!的函数 % 根据这种方法，引进如

下的坐标变换：

* ’)（+4 ! 3 .4 " 5 )4 $）3)- ’（&）（"，/）3 ⋯，（C）

+ ’)（+- ! 3 .- " 5 )- $）3)- 0（&）（*，/）3 ⋯，（D）

, ’)$ $， （E）

其中*和+分别表示两个孤波的轨道，)4 和 )- 是沿

不同 方 向 传 播 的 两 个 孤 波 的 速 度，’（&）（ "，/）和

0（&）（*，/）是相函数，将会在以后的计算中确定 %
对各物理量做如下展开：

# ’ 4 3)- #4 3)6 #- 3 ⋯， （4&）

% ’)- %4 3)6 %- 3 ⋯， （44）

& ’)- &4 3)6 &- 3 ⋯， （4-）

$ ’)-$4 3)6$- 3 ⋯， （4$）

’ ’ 4 3)- ’4 3)6 ’- 3 ⋯ % （46）

将方程（C）—（46）代入方程（4）—（7），通过整理各

个方程中)在不同阶的项，在)的最低阶得到如下

方程：#4 ’ #*（*，,）3 #+（+，,），%4 ’ %*（*，,）3

%+（+，,），&4 ’ &*（*，,）3 &+（+，,），$4 ’$*（*，,）3

$+（+，,），’4 ’ ’*（*，,）3 ’+（+，,），)-4 ’（4 3"#）

（+-
4 3 .-4），)-- ’（4 3"#）（ +-

- 3 .-- ），#* ’$*，#+ ’

$+，%* ’
+4 )4

+-
4 3 .-4

$*，%+ ’
+- )-

+-
- 3 .--

$+，&* ’
.4 )4

+-
4 3 .-4

$*，

&+ ’
.- )-

+-
- 3 .--

$+，’* ’#$*，’+ ’#$+ %未知的函数$*和

$+将在后文的计算中给出 % 以上的方程意味着在最

低阶近似下存在两个波：$*（*，,）和$+（+，,），且分

别沿*和+方向传播 %
在)的下一阶近似下，可以得到
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方程（"&）和（"(）是两个 -./ 方程，分别描述

沿"和&方向传播的孤波 * -./ 方程具有很多形式

的孤子解，如单孤子解、双孤子解等，这里仅讨论如

下形式的单孤子解：

!" $!("0123
’" , )%"#
,"

， （"4）

!& $!(&0123
’& , )%&#
,&

， （’%）

其中!(" $
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和," $
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"
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&
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分别是两个孤子的振幅和宽度，)%"
和 )%&

均

为任意常数 * 由方程（"%），（"4）和（’%）可得离子数

密度 * 准确到-’的解

* $ " !- (’ !("0123
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,"
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, )
&

! +（-5）* （’"）

将方程（"4）和（’%）代入方程（")）和（"+），可得到

相函数 #（%）（&，#）和 $（%）（"，#）的具体表示为
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,&

， （’’）

$（%）（"，#）$ ,’!(&,"7893
" , )%"#
,"

， （’#）

其中

," $
+)’(（( , "）![ ]"

’ ! ’*%" %’
’+［ %" %’ ,*（" !’(）］

，

,’ $
+)’(（( , "）![ ]"

’ ! ’*%" %’
’)［ %" %’ ,*（" !’(）］

，

把!"和!&分别标为孤波 " 和孤波 ’ * 两个孤波传播

方向间的夹角$满足

2:0$ $（&" &’ ! ’" ’’）6［（&’
" ! ’’"）（&’

’ ! ’’’）］"6’，

注意到

&" &’ ! ’" ’’ $ %" %’ 2:0$6（" !’(），

所以相函数 #（%）（&，#）和 $（%）（"，#）可以重新写作
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从以上的方程中可知 2:0$!"（即$!%），这说明本

文采用的方法不适用于夹角$$ % 的情况 *
将以上的两个方程代入方程（)）和（+）中，可以

得到两个孤波传播的轨道，分别由以下的两个方程

给出

" $-（&" . ! ’" / , %" 0）

!-’ -"!(&,&7893
& , )%&#
,&

! +（-#），（’(）

& $-（&’ . ! ’’ / , %’ 0）
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为了得到孤波 " 和 ’ 碰撞后的相移，令

#（%）
" $ #（%）（&，#）;（&, )%&#

）",< ，

它表示由方程（"&）所描述的孤波 " 在碰撞前的相

位值 *
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" # !（!）（!，"）$（!% "!!"

）!&’

相应地表示孤波 ( 在碰撞后的相位值 )由方程（"*）

可得 !（!）
( # % #(#$!$!，!（!）

" # #(#$%$% )同样地取 &（!）
(

# &（!）（%，"）$（%% "!%"
）! % ’ ，它表示由方程（(+）所描

述的孤波 " 在碰撞前的相位值 ) &（!）
" # &（!）（%，"）

$（%% "!%"
）! & ’ ，相应地表示孤波 " 在碰撞后的相位值 )

从方程（",）可知 &（!）
( # % #"#$%$%，&（!）

" # #"#$%$% )
这样，就可得到两孤波碰撞后的相移为
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23 讨 论

本文通过使用推广的 456 摄动方法，研究了二

维热离子等离子体中两个离子声孤波的相互作用，

得到了在该系统中描述孤波运动行为的 678 方程

以及两个孤波以任意夹角碰撞后的相移和轨道 ) 从

方程（"1）和（2!）中可以看到碰撞后每个孤波在其

传播方向上都有一个正的相移 ) 相移的值和以下物

理量有关：*，(，)，((，)(，("和 )" ) 为了解碰撞对

孤波传播产生的影响以及上述参量对孤波相移的影

响，我们在图 (—2 中展示了研究的结果 ) 图 ( 描述

了两个孤波以"9" 的夹角相碰后离子数密度 * 在

空间 的 分 布 ) 其 中 (( # !3!(， (" # !3!(， )( #
% !3!(，)" # !3!(，"!% # (，"!! # (，+# !3"，) # 2
和(# ()从该图中可以看到碰撞后每个孤波在其传

播方向上均有明显的轨道改变 ) 在接下来的讨论中

均取+# !3"，’# ( 和&# ()
图 " 表示当离子温度的比率(# (!，热容量的

比率)分别取 23!，(3, 和 (3! 时，孤子 ( 的相移随

碰撞夹角*变化的情况 )) # 2 和) # ( 分别是绝

热和等温两种特殊情形 ) 从该图中可以看到，对于

)# 23!，(3, 和 (3! 的三条曲线，相移的值均随夹角

*的增加而减小 ))# (3, 和) # ( 两条曲线的位置

很接近，曲线的变化也几乎相同，这说明在这两种情

况下孤波的动力学行为比较接近 ) 但) # 2 的曲线

离这两条曲线的位置较远，孤波的动力学行为有较

大差异 ) 还可以看到在这三种情形下，曲线的变化

趋势基本相同 ) 对于热容量比率) # (3, 和) # (
的两条曲线，当夹角* : !3(0 时，相移随*的增大

急剧减小；当 !3(0 :*: !3** 时，相移减小的较为缓

图 ( 两个孤波以"9" 的夹角相碰后离子数密度 * 在空间的分

布（ (( # !3!(，(" # !3!(，)( # % !3!(，)" # !3!(，"!% # (，"!! # (，+
# !3"，)# 2，(# (，+ # !）

图 " 在热容比)# 23!，(3,，(3! 时孤子 ( 的相移随碰撞夹角*
的变化（+# !3"，’# (，&# (，(# (!）

慢；当 !3** :*: (3!! 时，相移的减小非常缓慢；当

*; (3!! 时相移的变化非常微弱 ) 对于) # 2 的曲

线其相应的 区 间 分 别 变 为* : !3",，!3", :* :
!3,!，!3,! :*: (3!+ 和*; (3!+ ) 对于确定的夹角
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!，相移的值随着热容比"的增加而增加 !

图 " 在离子温度比## $，$%，$%% 时孤子 $ 的相移随碰撞夹角

!的变化（$# %&’，%# $，&# $，"# $）

图 " 描述了当热容量的比率"# $，温度的比率

#分别取 $，$% 和 $%% 时，孤子 $ 的相移随碰撞夹角

!变化的情况 ! 从该图中可以看到，对于## $，$%
和 $%% 的三条曲线，相移的值均随夹角!的增加而

减小 !## $% 和## $%% 的两条曲线几乎重合，## $
的曲线和这两条曲线的位置较远 ! 这说明在温度比

率#( $% 时孤子的动力学行为变换不大，但当#)
$% 时孤子的动力学行为变化较大 ! 还注意到在这三

种情况下曲线的变化趋势几乎相同 ! 对于温度比率

## $% 和## $%% 的两条曲线当!) %&$* 时，相移随

夹角!的增大减小的幅度较大；当 %&$* )! ) %&’+
时，相移减小的较为缓慢；当 %&’+ )!) %&"* 时，相移

的减小非常缓慢；当! ( %&"* 时相移的改变非常微

弱 ! 对于# # $ 的曲线其相应的区间是! ) %&$,，

%&$, )!) %&’-，%&’- )!) %&", 和!( %&",! 对于确

定的夹角!，相移的值随着温度比#的增加而减小 !

+ & 结 论

总体而言，在热离子等离子体中孤波碰撞后的

相移随碰撞夹角!的增加而减小 ! 比起离子温度比

#和热容比"，夹角!对孤波相移的影响更大 ! 对

于物理量#，"，%和&的任意值，./0 方程（$-）和

（$*）的非线性系数!$，!’ 均为正数，这表明在本文

研究的系统中存在压缩型孤波 ! 在本文中没有考虑

更高阶的展开项，但其中可能蕴藏着碰撞中更多、更

详细的信息，这将是我们下一步的工作 !
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