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关联白噪声驱动的具有时间延迟的 ()*+,-+. 系统可更真实的反映肿瘤细胞的增长问题，本文通过小时间延迟

近似方法对由关联白噪声驱动的具有时间延迟的 ()*+,-+. 系统进行了研究，得到了系统的稳态概率密度，并进一步

分析了加性和乘性噪声强度，噪声关联时间和时间延迟对稳态概率密度的影响以及噪声诱导的非平衡相变现象 /
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# A 引 言

自 %$ 世纪 "$ 年代以来，人们对非线性科学和

统计物理的研究取得了重大进展，经研究发现，在许

多实际的系统中，例如生物系统、物理系统以及化学

系统等，随机涨落现象是普遍存在的，引起涨落的主

要原因是系统本身动力学行为产生的内噪声或者是

外部环境的运动对系统影响而产生的外噪声 / 由于

一个小的随机力并不仅仅对原有的确定性方程结果

产生微小的改变，在一定的非线性条件下，它还能对

系统的演化起决定性作用［#］，因此对非线性系统中

随机力的研究备受人们所关注 / 文献［#—"］研究了

噪声对驱动的动力系统的稳态概率密度的影响，并

研究了噪声诱导的非平衡相变现象，文献［&—##］对

双稳系统的随机共振现象以及平均首次穿越时间等

问题进行了研究，文献［#%—#"］对随机耗散系统的

熵流、熵产生以及熵变化率上界进行了研究 /
在以往的研究中，人们主要针对没有时间延迟

的随机动力系统进行了探讨，可是在许多实际的问

题中（例如生物系统和光学系统等），时间延迟对系

统可能造成的影响却是不可以忽略的 / 所以，研究

具有时间延迟的随机动力系统更符合实际意义 / 目

前，对于具有时间延迟的随机动力系统问题的研究

已经吸引了越来越多研究者的注意［#&—%0］，并得到了

许多 可 行 的 研 究 方 法 和 研 究 结 果 / 例 如，文 献

［%#—%B］分别对具有时间延迟的双稳随机系统进行

了研究，并讨论了时间延迟情形下的系统特性 / 由

于 ()*+,-+. 系统可比较准确的反映肿瘤细胞的增长

问题，文献［%’，%1］分别对该系统在关联噪声驱动下

的稳态概率密度和随机共振现象进行了研究 / 然

而，在上述的研究中却没有考虑时间延迟对系统本

身的影响 /
本文主要依据文献［%B，%0］的研究方法对关联

白噪声驱动的具有时间延迟的 ()*+,-+. 系统进行了

研究，文中先通过小时间延迟近似方法，给出了该系

统的 CDE 方程，然后推导得到了系统的稳态概率密

度，并进一步分析了加性和乘性噪声强度，噪声关联

时间和时间延迟对稳态概率密度的影响以及该系统

在噪声诱导下的非平衡相变现象 /

% A 关联噪声驱动的具 有 时 间 延 迟 的

()*+,-+. 系统

()*+,-+. 系统模型是用来分析细胞增长尤其是

肿瘤细胞增长的模型之一 / 在以往的研究中，主要

考虑了系统外部因素的影响，而对系统内部因素（如

细胞生长过程中的时间延迟因素）没有给与充分的

考虑 / 然而在实际情形下时间延迟的确是存在的，

在下面的研究中我们将对具有时间延迟的 ()*+,-+.
系统进行了探讨 / 具有时间延迟的 ()*+,-+. 系统所

对应的延迟微分方程为［%0］
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!
! !"（ !）"［# # $"（ ! #!）］"（ !）， （$）

其中，"（ !）为细胞数量，# 为细胞增长率，$ 为细胞

衰减率，!为小的时间延迟量 % 另外，由于细胞数量

的增长会受到一些外部因素的影响，如温度，辐射、

药物等，产生乘性噪声，同时这些外部因素也能够直

接抑制细胞数量的增长，产生加性噪声 % 并且这两

种噪声可认为是具有相同起源的耦合噪声 % 为更真

实的反映系统的特性，我们将对时间延迟以及外部

影响因素共同作用下的 &’()*+), 系统进行研究，此

时，&’()*+), 系统模型的随机延迟微分方程可描述为

!
! !"（ !）"［# # $"（ ! #!）］"（ !）

- "（ !）"（ !）##（ !）， （.）

式中"（ !）和#（ !）为白关联的高斯白噪声，它们的

均值和方差为

〈"（ !）〉"〈#（ !）〉" /，

〈"（ !）"（ !0）〉" .%$（ ! # !0），

〈#（ !）#（ !0）〉" .&$（ ! # !0），

〈"（ !）#（ !0）〉"〈#（ !）"（ !0）〉

" .%!%&$（ ! # !0）， （1）

其中，% 和 & 分别为乘性和加性噪声强度，%（ 2%2 3
$）为噪声之间的互关联强度 %

方程（.）可等价变为

!
! !"（ !）"［# # $"（ ! #!）］"（ !）

- ’/（"）&（ !）， （4）

其中&（ !）为高斯白噪声，其均值和方差为

〈&（ !）〉" /，

〈&（ !）〈&（ !0）〉" .$（ ! # !0）%
（5）

并且

’/（"）"（%". # .%!%&" - &）$6. % （7）

根据小时间延迟近似［.1，.4］，方程（4）可近似化为

!
! !"（ !）" (（"）- ’（"）&（ !）% （8）

其中

(（"）"（#" # $".）（$ - $!"），

’（"）"（%". # .%!%&" - &）$6.（$ - $!"）%
（9）

由（4）—（9）式可得系统（.）的 :;< 方程为

!)（"，!）
!! " # !!"

［*（"）)（"，!）］

- !
.

!".［%（"）)（"，!）］， （=）

其中

*（"）" (（"）- ’（"）
!’（"）
!" ，

%（"）" ’.（"）%
（$/）

由（9）—（$/）式可得到系统的稳态概率密度表达

式为

)*+（"）" +
%（"）

>?@"
"
*（"0）
%（"0）

!"{ }0
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其中

,（"）" %". # .%!%&" - &，

.（"）" $ - $!"，

- " # $.!& # .$%!%& - #%
.%（$.!. & - .$!%!%& - %）

，

/ " %&（$ #%.! ），

0 " $%& - #$!%& # $.!&%!%& #.$%.%& - #%%!%&
%-/ %

（$.）

1E 关联噪声和时间延迟对稳态概率密

度的影响分析

图 $ 给出了稳态概率密度 )*+（"）作为细胞数量

" 的函数随不同乘性噪声强度 % 变化的曲线，从图

中可以看出在时间延迟存在的情况下稳态概率密度

函数 )*+（ "）出现了单峰现象，随着乘性噪声强度的

增加，峰的高度先逐渐降低后逐渐升高，并且峰的位

置向左移动，峰值点的位置经历了从 "#/ 跳跃到 "
" / 的相变过程 % 可见乘性噪声强度的增加可使得

) *+（"）的峰出现在 " " / 处，这说明通过增加乘性噪

声强度可以减少肿瘤细胞的生成概率，从而可以通

过增加乘性噪声强度对肿瘤细胞的数量加以控制 %
图 . 给出了稳态概率密度 )*+（"）作为细胞数量

" 的函数随不同加性噪声强度 & 变化的曲线 % 在加

性噪声强度不是很大的情况下稳态概率密度函数

) *+（"）出现了单峰现象，此时和图 $ 有所类似，但加

性噪声强度增加到一定程度时 )*+（ "）会出现一谷

一峰的相变现象（图中没有给出）% 从图中可以看出

.9/7 物 理 学 报 58 卷



图 ! 稳态概率密度 !"#（ "）作为细胞数量 " 的函数在 # $ !%&，

$ $ &%!，!$ &%!，% $ &%’，"$ &%& 时随不同乘性噪声强度 & 的变

化情况

随着加性噪声强度的增加，峰的位置逐渐降低并且

变的比较平坦，! "#（ "）在 " $ & 处的值不断增大，可

见增加加性噪声强度也可以减少肿瘤细胞的发生概

率，但减少的效果并不明显 ( 通过对图 ! 和图 ) 的

比较可以发现，在对肿瘤细胞的数量控制方面，增加

乘性噪声的强度比增加加性噪声的强度更有效 (

图 ) 稳态概率密度 !"#（ "）作为细胞数量 " 的函数在 # $ !%&，

$ $ &%!，!$ &%!，& $ &%*，"$ &%& 时随不同加性噪声强度 % 的变

化情况

图 * 给出了稳态概率密度 ! "#（"）作为细胞数量

" 的函数随不同时间延迟!变化的曲线 ( 从图中可

以看出，当时间延迟较小的时候系统的稳态概率密

度函数 ! "#（ "）在 "!& 处出现了单峰现象，当时间

延迟进一步的增加后出现了两峰一谷，且随着时间

延迟的增加两峰值均逐渐增大，右峰向左峰逐渐靠

近，随着时间延迟增加到一定程度后，右峰以及一谷

现象逐渐消失，! "#（ "）在 " $ & 处出现单峰，可见细

胞自身生长过程中时间延迟越大细胞数量就越少，

肿瘤细胞的发生概率也就越小 ( 这一现象与实际情

况较为符合 (

图 * 稳态概率密度 !"#（ "）作为细胞数量 " 的函数在 # $ !%&，

$ $ &%!，& $ &%*，% $ &%’，" $ &%& 时随不同时间延迟!的变化

情况

图 + 稳态概率密度 !"#（ "）作为细胞数量 " 的函数在 # $ !%&，

$ $ &%!，!$ &%!，& $ &%*，% $ &%’ 时随不同噪声耦合强度"的变

化情况

图 + 给出了稳态概率密度 !"#（"）作为细胞数量

" 的函数随不同耦合强度"变化的曲线 ( 从图中可

见，在时间延迟存在的情况下 !"#（ "）随耦合强度的

变化出现了明显的相变现象，随着噪声耦合强度的

增加，!"#（"）从单峰逐渐变为两峰一谷，最后又变为

单峰，且峰的位置经历了从 " $ & 处转移到了 " , &
处的突变过程 ( 其中，当耦合强度为负时 !"#（ "）的

峰值主要集中在 " $ & 处，说明在负的耦合强度下

肿瘤细胞的存活数量较低，然而当耦合强度为正值

时!"#（"）的峰值则逐渐偏离 " $ & 处，向 " , & 处进

行转移，这说明在正的耦合强度下肿瘤细胞的存活
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数量较高，肿瘤细胞的发生概率较大 ! 从上面的分

析可知噪声的耦合强度对稳态概率密度 !"#（ "）的

影响是较为丰富的 !

$ % 结 论

本文主要对关联白噪声驱动的具有时间延迟的

&’()"#)* 系统进行了研究，首先通过小时间延迟近似

方法，给出了该系统的 +,- 方程，并推导得到了系

统的稳态概率密度，进一步分析了加性和乘性噪声

强度，噪声关联时间和时间延迟对稳态概率密度的

影响以及噪声诱导的非平衡相变现象 ! 研究发现在

时间延迟存在的情况下，增加乘性噪声强度比增加

加性噪声强度在控制肿瘤细胞的增长方面更有效，

且噪声强度、时间延迟量和耦合强度均可产生相变

现象，同时也说明了周围环境的变化以及细胞自身

的因素的变化均可引起肿瘤细胞的消亡 ! 由于在细

胞的增长过程中是存在时间延迟的 ! 希望本文的研

究能够为更好的控制肿瘤细胞的增长提供一些新的

思路 !
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