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研究了非线性系统两类广义混沌同步的存在性 +即在响应系统的修正方程在具有渐近稳定平衡点或渐近稳定
周期轨道的情况下，满足一定的条件，可将广义同步化流形存在性问题转化为 ,-./01-23函数族的压缩不动点问题，
理论上严格证明了该广义同步化流形的指数吸引性 +数值仿真证实了理论的正确性及有效性 +
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! > 引 言

自 A@0BC8和 D8CCB99［!］关于混沌同步的开创性工
作以来，混沌同步特别是完全同步等的研究已取得

了丰硕的成果［"—!(］+而相对于完全同步，广义同步
（EF）的研究要少得多，还需要进一步深入研究 + !’’*
年，G-HB98-等人［!$］首先描述了 EF现象，提出了时间
序列相互伪邻域方法可检测 EF+ 文献［!*］提出了
辅助系统方法可以检测到激励响应系统的 EF，文献
［!4］讨论了 EF与等价性的关系并对辅助系统方法
做了理论的说明 +文献［!&］指出了在一定条件下 EF
流形是光滑的，否则将是 IJ9K@C 连续的 +文献［!)，
!’］发现了 EF中存在多值映射，文献［"%］更指出了
EF的复杂情况，对于耦合可逆系统，EF流形可能由
于皱纹而不可微发生尖点，在不可逆系统，EF流形
可能发生沾污，此时将出现多值映射 +文献［"!］又推
广到双向耦合系统的 EF+文献［""］根据数值实验，
将 EF分为 (类，即被动（.8//-L@）EF，共振（C@/B?8?2）
EF和相互作用（-?2@C802-?<）EF+最近文献［"(］提出了
利用修正系统方法研究 EF+本文根据修正系统的动
力学性质为渐近平衡点渐近稳定周期轨道和混沌态

将对应的 EF发生分成 (类 +即修正方程具有渐近稳

定平衡点、渐近稳定周期轨道、混沌态 +
我们已在文献［"$］中严格证明了一类激励响应

系统的 EF 存在性和指数吸引性，方法是利用了惯
性流形理论，但只讨论了耦合矩阵非奇异的情况 +本
文基于修正系统方法，证明在耦合矩阵奇异时第一

和第二类型 EF在一定条件下的光滑 EF 流形的存
在性，也证明其指数吸引性，并对 ,BC@?36MJ//9@C混沌
系统在不同耦合系数下的不同类型广义同步进行了

数值仿真 +

" > 第一类型 EF存在性

我们研究如下单向耦合的混沌系统：

K!
K " N #（!）， （!）

K$
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其中 !"&’
!，$"&’

$，#（!），%（$）是光滑向量函数，!
和" 是 ’ Q ’ 常数矩阵 +本文中 R·R表示 &’ 中向量

的范数，#·#表示矩阵或算子的范数 +
定义 $ 已知两个动力系统 ( 和 )，如果存在

流形 * N｛（(，)），( N!（ )）｝，它至少包含一个吸
引子，则称 ( 和 ) 为广义同步化，!为广义同步函
数，* 为广义同步流形 +
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对应于修正系统方法

!!
! " " !! # #（!）$ "! （%）

的动力学状态为渐近稳定平衡点、渐近稳定周期轨

道和混沌，将系统（&）和（’）的 ()分为 %类 *
本文证明常见的前二类 ()在一定条件下存在

性，光滑性和指数吸引性 *
第一类型

当修正方程（%）具有渐近平衡点 !+ " + *（如果

!+!+，则可以通过变换将它变换到零点 *）方程（%）
可写为

!!
! " " !! $ "! # #,（+）! # #（!）$ #,（+）!

" #! # $（!）， （-）
其中 # " ! $ " $ #,（+），$（!）" #（!）$ #,（+）! *
显然矩阵 # 的特征值具有负实部，现在激励系

统与响应系统可写为

!%
! " " &（%）， （.）

!!
! " " #! # $（!）# "% * （/）

定理 ! 设系统（.）中 %" ’(
% 系统（/）中 !"

’(
!，# 具有负实部特征值，$：’(

!#’(
!，&：’(

%#’(
% 为

充分光滑函数 *设以下条件成立：
$（!）# "% $ $（!,）$ "%,

$!［ ! $ !, # % $ %, ］， （0）
$（!）# "% $ )， （1）
2

%% %%

*" $ +2$"" * （3）
当 "$#，%（#）"$" ’(

% 时，系统（.）的解 %（ "）"
%（ "；#，$）在（ $ 4，#）存在，对任$，$,成立
%（ "；#，$）$ %（ "；#，$,） $ +& 2%

（#$ "）
$ $$, ，
（&+）

且 5 ! 5$,，
+) 6"$ ,，

!+ 6"$ &，

!+（& #&）+&

" $%
$&，

（&&）

其中!，+，+&，)，"，%，,，&均为非负常数，则（.）
和（/）式存在一个 ()流形：
- "｛（!，%）｝ ! "’（%），$ 4 7 " 7 4，%" ’(

%｝，

满足 5’（%）5$,，&%"’(
%，5’（ %）$’（ %,）5$& 5 %

$ %, 5，&%，%,"’(
% *

证明 要寻找广义同步化流形 -，使得它是由
89:;<=9>? 函数’：’(

%# ’(
! 的图构造而得，即 - "

(@A:=’"｛（%，!）5 ! "’（ %）｝*’作为一个以下定义
的算子在函数类 $,，&上的不动点得到的 *令 $,，&为

满足以下条件

’（%）$ ,，&%" ’(
%；

’（%）$’（%,）$! % $ %, ，&%，%, " ’(
%（&’）

的 89:;<=9>?函数族 *在 $,，!上引人距离’’& $’’’
" ;B:%"’

(
%
5’&（%）$’’（%）5，则 $,，&是一个完备的度

量空间 *令 "$#，%（#）"$"’(
% 时，（.）式的解 %（ "）

" %（ "；#，$）在（ $ 4，#）存在 *
现定义算子

.（’）（#，$）"(
#

$4
2*（#$ /）［$（’（%（ /））# 0%（ /）］! / *

（&%）
其中 %（ /）" %（ /；#，$）*
我们要证明映射 . 将 $,，&映到 $,，&，且为压缩

映射 *

.（’）（#，$） $(
#

$4
2$"（#$ /）+)! / " +)

"
$ ,，

设’，’,是满足（&’）式的两个映射，$，$," ’(
% 且令

%（ "）" %（ "；#，$），%,（ "）" %（ "；#，$,），那么，当 "$
#，5 %（ "）$ %,（ "）5$2%（#$ "）+& $$$, ，有

.（’）（#，$）$ .（’,（#，$,）

"(
#

$4
2*（#$ /）［$（’（%（ /））# "%（ /）

$ $（’,（%（ /））$ "%,（ /）］! /

$(+!2$"（#$ /）［ ’（%（ /））$’,（%,（ /））

# %（ /）$ %,（ /）］! /

$(
#

$4
+!2$"（#$ /）［ ’（%（ /））$’,（%（ /））

# ’,（%（ /））$’,（%,（ /）） # %（ /）$ %,（ /）］! /

$!+(
#

$4
2$"（#$ /）

%%

［ ’ $’

%%

,

#（& #&）2%（#$ /）+& $ $$, ］! /

"!+
"
’’ $’,’ #!

+（& #&）+&

" $% $ $$,

$!
+
"
’’ $’,’ #&$ $$, *

当$"$,时，则上式表明 . 为 $,，&上的压缩映射；

当’"’,，上式表明 .（’）为 89:;<=9>? 映射，从而存
在唯一不动点，即存在 89:;<=9>?光滑的 ()流形 *
现在证明 - 的不变性 *令（ !+，%+）" -，!+ "

’（%+）*对方程
!%
! " " &（ %），%（ "+）" %+，令 !（ "）"
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!（!（ "）），要证明（ #（ "），!（ "））! $，只要证明 #（ "）
!!（!（ "）），满足方程（"#），即

$#
$ " ! !# % %（!（!））% "! &

事实上，由压缩不动点定理知这个方程有唯一解

#&（ "）!"
"

’(
)’（ "’ (）［%（!（!（ (））% "!（ (）］$ ( &

而且当 "#(，#&（ "）是有界的 &
需要注意的是，由于混沌系统的解大部分是有

界的，因此定理 "中条件（*）可以保证的，条件（+）是
因为 ! 具有负实部，若驱动系统（"）是混沌系统，具
有最大的正 ,-./0123 指数，（"4）式也容易得到，而
（""）式条件要求略强，如果刻划渐近稳定的指数"
充分大，驱动系统（"）的正 ,-./0123充分小，也是能
够成立的 &这可以保证应用压缩不动点定理和 56
流形光滑性，如果减弱条件（""），将导致 56流形的
789$):连续性，此时情况更复杂，我们将另文给出 &
定理 ! 在定理 "的条件下，56流形是指数吸

引的，特别地，当 #（ "），!（ "）为（;）和（<）式的解，有
#（ "）’!（!（ "））

$) #（ "4）’!（!（ "4） )（’"%)#）（ "’ "4）& （"=）
定理 >的证明中要用到以下引理 #［>;］：
引理 " 设$（ "），%（ "），&（ "）为定义在［ *，&］

上的连续函数，&（ "）? 4，%（ #）为单调非负不减函
数，如果

$（#）$%（#）%"
#

*
&（ (）$（ (）$ (， （";）

则有不等式

$（#）$%（#）)"
#
*&（ (）$( &

证明定理 >：方程（<）的解可写为

#（ "）! )’（ "’ "4）#（ "4）%"
"

4
)’（ "’ (）［%（#）% "!］$ (，

在 $ 上

!（!）!"
"

’(
)’（ "’ (）［%（!（!（ (））% "!（ (）］$ (，

则有

’（ "）! #（ "）’!（!（ "））! #（ "）

! )’（ "’ "4）#（ "4）%"
"

4
)’（ "’ (）［%（#）% "!］$ (

’"
"

’(
)’（ "’ (）［%（!（!（ (））% "!（ (））］$ (，

’（ "）’ )’（ "’ "4）’（ "4）

!"
"

4
)’（ "’ (）［%（#（ (））’ %（!（!（ (））］$ (，

从而

’（ "）! #（ "）’!（!（ "））

! )’（ "’ "4）’（ "4）

%"
"

4
)’（ "’ (）［%（#（ (）’ %（!（!（ (））］$ (，

’（ "） $)’"（ "’ "4）)’（ "4）

%#)"
"

4
)’"（ "’ (） #（ (）’!（!（ (））$ (

)"（ "’ "4）’（ "） $)’（ "4）

%#)"
"

4
)’"（ "4 ’ (）

’（ (）$ (，

由引理 #知
)"（ "’ "4）’（ "） $ )’（ "4） ))#（ "’ "4），

故有

’（ "） $ )’（ "4） )（’"%)#）（ "’ "4）&

# @ 第二类型的 56存在性

当修正方程（#）具有渐近稳定周期解 #—（ "）!
#—（ " % +），+ ? 4，我们证明第二类型可以归结为第
一类型即可，为此引入以下两个引理：

引理 #［><］ 对于周期线性微分方程
$#
$ " ! #（ "）#， （"<）

其中 #（ "）是连续函数，#（ " % +）! #（ "），+ ? 4，则
存在周期为 + 的连续函数 ,（ "），令 -（ "）! ,（ "）#，
则（"<）式可变换成

$-
$ " ! !-， （"A）

其中 ! 为常数矩阵 &
引理 $［><］ 设（"<）式经周期线性变换成为（"A）

式，! 的特征根实部为""，">，⋯，".，
"
>（#（ "）%

#%（ "））的特征根为("（ "），(>（ "），⋯，(.（ "），则有

酉矩阵 $（ "）!（$/，0（ "））使得

"/ ! "
+"

+

4&
.

0 ! "
$/，0（ "） >(0（ "）$ "， / ! "，>，⋯，.

令 1（ "）! #（ "）’ #—（ "），则有
$1
$ " ! ## % 2（#）’ "#

’［##— % 2（#—）’ "#—］% "!
! #1 ’ "1 % 32（#—）1 % 2（#）

’ 2（#—）’ 32（#—）1
! #（ "）1 % %（#，#—，1）% "!， （"*）

其中 #（ "）! # ’ " % 32（ #—），%（ #，#—，1）! 2（ #）’
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!（"—）! #!（"—）$ "
由于引理 #，（$%）式可以由 $（ %）& & ! $（ %）’（ %）

变换成

’’
’ % & !’ ( &（ %）(（& !$ ’（ %））( &（ %）")，（$)）

因此，"（ %）在 "—（ %）附近的 *+流形 "（ %）& "—（ %）(

!（)（ %））可转变为
$（ %）& & !$（ %）’（ %）&!（)（ %）），

’（ %）& &（ %）!（)（ %））& !（)（ %））"

我们只要证明

’)
’ % & *（)）， （,-）

’’
’ % & !’ ( &（ %）(（& !$ ’（ %））( &（ %）")（,$）

存在 *+流形，则即得到（$）和（,）式在第二类型下的
*+流形 "
类似于定理 $和定理 ,可得到
定理 ! 设系统（,-）中 )"+,

)，系统（,$）中 ’"
+,

’，! 具有负实部特征值，(：+,
’# +,

’，*：+,
)# +,

)

为充分光滑函数 "设以下条件成立：
&(（& !$ ’）( &") ! &(（& !$ ’.）! &").

$"［ ’ ! ’. ( ) ! ). ，
&(（& !$ ’）( &") $ -

%%

，

/

%%

.% $ //!#% "
当 %$$，)（$）&%"+,

) 时，（,-）式的解 )（ %）& )（ %；

$，%）在（ ! 0，$）存在，对任%，%.成立
)（ %；$，%）! )（ %；$，%.） $ /$ /&

（$!$）
% !%.

且 " $#，/- 1#$#，"/ 1#$$，"/
（$ (’）/$

#!&
$

’，其中"，/，/$，-，#，&，#，’均为非负常数，则
（,-）和（,$）式存在一个 *+流形 "

0 &｛（’，)）’ &!（)），! 0 2 % 2 0，)" +,
)｝

满足 3!（)）3$#，3!（ )）!!（ ).）3$’ 3 ) ! ). 3 "
（$）和（,）式存在第二类型 *+流形

"（ %）& "—（ %）(!（)（ %））

& "—（ %）( & !$!（)（ %））"

定理 " 在定理 4的条件下，*+流形是指数吸
引的，特别地，当 ’（ %），)（ %）为（,-）和（,$）式的解，
则有

’（ %）!!（)（ %））

$/ ’（ %-）!!（)（ %-） /（!#(/"）（ %! %-）"

对应于（$）和（,）式，则有

3 "（ %）! "—（ %）!!（)（ %））3

$/ 3 "（ %-）! "—（ %-）!!（)（ %-）3 /
（!#(/"）（ %! %-）"

需要注意的是，当修正方程为混沌态时，可能的情

况相当复杂，我们对一些有名的混沌系统，如不同参数

的 567/89:567/89，;<==>/7:;<==>/7系统，不同驱动和相应
567/89:?@/8，567/89:;<==>/7系统等等，作了大量的仿真
数值广义同步实验，基本都属于第一第二类广义同步，

目前还未检测到第三类广义同步的存在性 "

# A 数值例子

对于驱动系统（$）和响应系统（,），我们采用经
典的构造辅助系统方法［$B，$C］检测第一类和第二类广

义同步 "讨论 567/89:;<==>/7混沌系统在不同耦合系
数下的不同类型广义同步，则

驱动系统 1：

)·$ &!（), ! )$），

)·, & 2)$ ! ), ! )$ )4，

)·4 & )$ ), ! 3$ )4

{
"

响应系统 4：
"·$ & ! ", ! "4 ( 5$（)$ ! "$），

"·, & "$ ( 6, ", ( 5,（), ! ",），

"·4 & 3, ( "4（"$ ! 7,）( 54（)4 ! "4）
{

"
辅助系统 8：

9·$ & ! 9, ! 94 ( 5$（)$ ! 9$），

9·, & 9$ ( 6, 9, ( 5,（), ! 9,），

9·4 & 3, ( 94（ 9$ ! 7,）( 54（)4 ! 94）
{

"

修正方程 6：

"·&$ & ! "&, ! "&4 ! 5$ "&$ ，

"·&, & "&$ ( 6, "&, ! 5, "&, ，

"·&4 & 3$ ( "&4（"&$ ! 7,）! 54 "&4
{

"

图 $ 驱动系统 567/89混沌吸引子

取!& $-，2 & ,%，3$ & %14，6, & -A$B，3, & -A,，7, & $-，
5$，5,，54 为耦合系数 "此时，驱动系统 1 为混沌系
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统，见图 !"不失一般性，在数值实验中，任意给定取初
值（!!（#），!$（#），!%（#），"!（#），"$（#），"%（#），#!（#），

#$（#），#%（#），"!!（#），"!$（#），"!%（#））&（!’#，$’#，%’#，

(’#，)’#，*’#，+’#，,’#，-’#，!’#，$’#，%’#）"

图 % 耦合系数为 $! & #’%，$$ & #，$% & #，（.）为驱动系统与响应系统 !! / "! 相图；（0），（1），（2）为响应系

统与辅助系统对应 "! / #!，"$ / #$，"% / #% 相图

图 $ 耦合系数为 $! & #’%，$$ & #，$% & #时，修正方程 "!! / %，

"!$ / %，"!% / % 演化图

! "#$ 第一类广义同步

当耦合系数 $! & #’%，$$ & #，$% & #时，对应（(）
式中矩阵

& &
/ % / ! / !
! #’!) #

#’#$ # /









-’--*-
，

具有负实部特征值 / #’#+*# 3 #’-+($4，/ #’#+*# /
#’-+($4，/ -’--(-，相应修正系统具有渐近稳定的平
衡点：（"!! ，"!$ ，"!% ）&（#’##%!，/ #’#$#-，#’#$##），
验证满足定理 !诸条件，辅助系统和响应系统达到
完全同步，见图 %（0），（1），（2），得到第一类型广义
同步 "

! "% "第二类广义同步

当耦合系数 $! & #’#)，$$ & #’#)，$% & #’%时，对
应修正系统（%）具有渐近稳定周期轨道（见图 (），此
时，由辅助系统方法观测到驱动与响应系统达到广

义同步，见图 ) "

图 ( 耦合系数为 $! & #’#)，$$ & #’#)，$% & #’%时，修正方程三维图

#-#* 物 理 学 报 )+卷



图 ! 耦合系数为 !" # $%$!，!& # $%$!，!’ # $%’，（(）为驱动系统与响应系统 "" ) #" 相图；（*），（+），（,）为

响应系统与辅助系统对应 #" ) $"，#& ) $&，#’ ) $’ 相图

!% 讨 论

关于激励响应系统的 -.的发生的数学物理机
理长期以来是没有完全解决的问题，在文献［&/］研
究的理论基础上，我们初步解决了第一、第二类型的

-.的存在性、光滑性和指数存在性 0对于第三种类
型（修正系统为混沌）情况下可能出现的 -. 问题，
情况相当复杂，可以用指数二分性理论进行讨论；关

于 -.流形的不光滑导致 123,45连续性及更复杂的
双向耦合和网络连接的动力系统情况，我们将作进

一步研究 0
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