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研究了一个 ,-./01 方程的求解问题 2 首先构造一组同伦映射，其次决定系统的初始近似，最后通过同伦映射得

到了对应模型的各次近似解 2 同伦映射方法是一个解析方法，得到的解还能够继续进行解析运算 2
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! G 引 言

近来，厄尔尼诺（’? H>I-）和拉尼娜（,= H>I=）现

象导致的全球气候异常并涉及到全球生态环境异常

已经成为科学家和各国政府重点关注的对象 2热带

海气交互作用仍为当今研究的热点课题，并且取得

了一定的进展 2但由于问题的复杂性，仍有许多根本

的问题尚未解决 2我们需要研究整个海洋上层的热

力学状况及其异常和动力学特征 2因此，海洋上层热

力学及动力学状况异常对海气交互作用的重要性，

说明了需要研究太平洋上层热力学和动力学属性的

三维结构给出的水平和垂直分布状况 2 ’<=0D/?［!］指

出在小尺度短时段的两维扰动赤道区域中 4-.>-?>J
参数只有当接近一致时是重要的 2 :D0［"］延伸了这个

结论：在 小 尺 度 不 均 匀 的 对 称 不 稳 定 性 下，所 有

4-.>-?>J 项都是重要的 2本文主要是求得一类联系到

大气的一个典型的 ,-./01 系统的模型的近似解 2用
近似理论来研究大气物理和海洋气候的特征是当前

学术界经常采用的方法 2近 !& 年来近似方法已不断

地被改进和优化，包括平均法、边界层法，渐近匹配

法和多尺度方法等 2 在这方面，近来许多学者诸如

H> 和 ;/>［#］，5=.K>/.［%］，7C=J<>0JL>> 和 M>0［6］，

N=.AD/J［3］以及 ,?>O./，E= :>?P= 和 Q/>R/>.=［+］已经作了

大量的工作 2利用微分不等式及其他方法，莫嘉琪、

林万涛等也研究了一些非线性问题［*—"!］的渐近解 2
本文是利用 一 个 特 殊 的 同 伦 映 射 方 法［""］来 构 造

,-/01 系统的近似解 2

" G ,-./01 系统

考虑两个界面之间的流体 2在一定条件下，为简

单起见，设所有量不依赖于空间变量 !，只研究在

"( #竖直平面上的情况 2 这时根据流体动力学方程，

连续性方程和热力学状态方程有可简化为如下的流

体力学系统：

!$
!% S $!$

!" S &!$
!# S!’

!" T!"$ U &，

!&
!% S $!&

!" S &!&
!# S!’
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!# T *") U &，

!$
!" S!&
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其中 % 为时间变量，"，# 分别为水平、垂直空间变

量，$，& 分别为水平、垂直速度，) 为温度函数，"为

流体的膨胀系数，( 为重力加速度，!为黏性系数，*
为热传导系数，"为 ,=V=F/ 算子 2

作如下一系列变量变换：
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! ! "!!!" ，# ! !!!$ ，

%（$，"，&）! %—#（$，&））"
%—$（$）" %—$（’）

’( )"
%"（$，"，&），

!（$，"，&）!［( "#（# % (&）］)!&’()（(’ "#"$）

* ’()（’ "#""）］*（ &），

"（$，"，&）!［（#+）"# ’ "+ ( "&（# % (&）+"+$)］

*［（!&,-’（(’ "#"$）’()（’ "#""））

* ,（ &）"（’()（&’ "#""））-（ &）］，

可以得到［&+］如下典型的 .-/0)1 系统：

2*
2%$

! "%* %%,， （#）

2,
2%$

! .* " , " *-， （&）

2-
2%$

! " /- % *,， （+）

其中%!$) 为 3/4)256 数，对应的系数 $ 7 / 7 % 8，$

7 . 7 % 8，’ 为 两 个 流 体 界 面 的 高 度，%$ !
（# % (）& )"

’& & 为无因次变量 9（*，,，-）为引入的中

间研究对象，知道它们的函数关系，就能通过变换式

得到流体的速度 9 流函数，温度函数等物理量 9 上述

方程（#）—（+）的具体推导及所引入中间变量的物理

意义在此从略［&+］9 现在我们感兴趣的是求出 .-/0)1
系统（#）—（+）的解（*，,，-）9

事实上，我们不能求得非线性系统（#）—（+）的

精确解析解 9 因此，下面利用同伦映射方法来求得

.-/0)1 系统的近似解 9

+ : 同伦映射

为了使用同伦映射方法得到系统（#）—（+）的近

似解，今引入一组同伦映射 ’0（*，,，-，1）：2+ * 3

"2，0 ! #，&，+：

’0（*，,，-，1）

! 40（*，,，-）" 40（$$，5$，"$）

% 1（40（$$，5$，"$）" 60（*，,，-）），

0 ! #，&，+， （;）

其中 2 !（ " 8，% 8），3 !［$，#］，（ $$，5$，"$）为原

系统（#）—（+）的零次近似，6#（*，,，-）! $，6&（*，

,，-）! " *-，6+（ *，,，-）! *,，而 线 性 算 子

40（*，,，-）为

4#（*，,，-）! 2*
2%$

%%* "%,， （<）

4&（*，,，-）! 2,
2%$

" .* % ,， （=）

4+（*，,，-）! 2-
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% /- 9 （>）

显然，由（;）式知，’0（*，,，-，#）! $ 就是系统

（#）—（+）9 故系统（#）—（+）的解（ *（ %$ ），,（%$），

-（%$））就是 ’（*，,，-，1）! $ 的解当 1"# 的极限

情形 9
首先选取原系统（#）—（+）的零次近似为对应於

系统（#）—（+）的线性系统

2*
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2,
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! .* " ,，

2-
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的解 9不难求得上述线性系统的解为

*
—

$（%$）!#
&
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,
—

$（%$）!#
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0 ! #

&0 %%
%

70 0?@&0%$，

-
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其中&#，& ! #
&［ "（% % #）A （%" #）& % ; .! %］，70 ，0

! #，& 为任意常数 9
令

’0（*，,，-，1）! $，0 ! #，&，+， （B）

并设

* ! #
8

0 ! $
$0（%$）10 ，

, ! #
8

0 ! $
50（%$）10 ，

- ! #
8

0 ! $
"0（%$）10 9 （C）

将（<）—（>），（C）式代入（B）式，展开非线性项为

1 的幂级数，比较等式两边 1 的同次幂的系数 9由 1
的零次幂的系数，可得

40（$$，5$，"$）! 40（*
—

$，,
—

$，-
—

$），0 ! #，&，+ 9

显然，这时我们可取 $$ ! *
—

$，5$ ! ,
—

$，"$ ! -
—

$ 9即
$$（%$）! 7# 0?@&# %$ % 7& 0?@&& %$， （#$）

5$（%$）!&# %%
%

7# 0?@&# %$
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考 虑 到 系 统（’）—（)）解 的 零 次 近 似（’&）—

（’"），再由同伦映射（,）及（-），（.）式得

%’（&’，’’，#’）( &，

%"（&’，’’，#’）( * && #&，
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将（’&）—（’"）式代入上式得
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系统（’)）—（’0）且具有零初始条件（*’（&），+’（&），

,’（&））(（&，&，&）的解为

&’（"&）(!
"

( ( ’
-( #$%!("&

!!
"

( ( ’

"!(!)

"$!( *（$ *"）（$ * ’）

/ #$%（!( * $）"&， （’1）

’’（"&）(!
"

( ( ’

（!( !"）-(

"
#$%!("&

!!
"

( ( ’

（!( !" * $）!(!)

"$!( *（$ *"）（$ * ’）

/ #$%（!( * $）"&， （’2）

#’（"&）(!
"

(，) ( ’

（!( !"）!(!)

（!( !!) ! $）"
/［* #$%（* $"&）

! #$%（!( !!)）"&］， （’-）

其中

-’ (
（!" !"）. *"/

!’ *!"
，

-" (
*（!’ !"）. !"/
!’ *!"

，

. (!
"

( ( ’

"!(!)

"$!( *（$ *"）（$ * ’）
，

/ (!
"

( ( ’

（!( !" * $）!(!)

"$!( *（$ *"）（$ * ’）
+

于 是 由（.），（’&）—（’"），（’1）—（’-）式，系 统

（’）—（)）解的一次近似（*’，+’，,’）为 *’ ( && ! &’，

+’ ( ’& ! ’’，,’ ( #& ! #’ +即
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用相同的方法，可得 345#67 系统（’）—（)）的更

高次的近似解 +

, 8 与模拟精确解对照

现给定 345#67 系统（’）—（)）一组无量纲参数"
( ’&，0 ( &8)，$ ( , 和初始条件 *（&）( +（&）( ,（&）

( &80 +这时由（’.）—（"’）式，可得系统（’）—（)）的

同伦映射一次近似解 + 我们可以利用 9:;<:= 软件分

别画出 *，+，, 的曲线并与系统（’）—（)）的模拟精

确解对应的曲线作对照 +对照图如图 ’—, 所示 +

图 ’ * 的同伦映射一次近似解（虚线）与模拟精确解（实线）的

图形对照

由曲线对照图可以看出，用同伦映射方法得到

的一次近似解就具有较高的精度 +

1.11 物 理 学 报 02 卷



图 ! ! 的同伦映射一次近似解（虚线）与模拟精确解（实线）的

图形对照

图 " " 的同伦映射一次近似解（虚线）与模拟精确解（实线）的

图形对照

#$ 讨 论

%&’()* 系统是流体力学中典型的非线性系统，

其解的结构比较复杂 +取不同的参数，其解在本质上

可能有不同差异 +取值参数在一定的范围内，相应的

图 , #，!，" 的同伦映射一次近似解（虚线）与模拟精确解（实

线）的图形对照

解就会出现“蝴蝶效应”，形成混沌 +本文第 , 节中所

举的一个具体例子，由于所取的参数属于非混沌区，

故解的结构比较简单，不出现混沌现象 +但是，从所

举的例子的一次近似解的表示式（-.）—（!-）、及其

模拟曲线均可看出其解当 $/!0时而趋于零的 +故
系统的解是渐近稳定的，在相空间中的轨线趋于稳

定的结点 +这与模拟精确解的曲线图形情况相符合 +
由于大气物理中的复杂性，我们需要建立它的

基本模型方程，并且去求解它 +用同伦映射方法就是

一个简单而有效的方法 +它是首先构造一组同伦映

射，然后根据模型方程的结构，求出各次近似去逼近

原方程的精确解 +本文中从对应系统（-）—（"）的线

性系统的解（#
—

/，!
—

/，"
—

/ ）作为精确解的零次近似

（%/，&/，’/），这是十分自然的 +这样一般可以较快地

得到近似解所要求的精度 +同时，用同伦映射方法得

到的是近似解析解，它不同于用一般计算方法得到

的数值解 +因此得到的近似解析解还可进行解析运

算 +从而还可以得到解的更多性态和其他相关的物

理量的定性、定量的描述 +关于这方面的情况，本文

不再进一步讨论 +
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