
!"#$%力学系统的 &’(对称性及其守恒量
张 凯!）"）# 王 策$） 周利斌$）

!）（西安工业大学数理系，西安 %!&&$"）

"）（西北大学现代物理研究所，西安 %!&&’(）

$）（西北大学物理系，西安 %!&&’(）

（"&&%年 (月 ")日收到；"&&*年 $月 !&日收到修改稿）

讨论了 +,-./力学系统的 012对称性；建立了系统 012对称性的确定方程；得到了该对称性引起的守恒量；研
究了 012对称性逆问题 3 并以 4/526方程为例说明了本文的主要结果 3
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! C 引 言

!(%$年，+,-./以 01D/E1552定理为基础，提出了
后来被称为 +,-./力学的经典 F,-15@D<力学对 $维
相空间的一种可能推广［!］，用 $元线性全反对称的
+,-./括号代替 F,-15@D<力学中的 GD1HHD<括号，来
表征力学量的时间演化，并给出了其第一个应用

———4/526方程 3
+,-./力学与 F,-15@D<力学之间有着密切的联

系［"—)］，能够推广到任意维相空间 3 可以像 F,-15@D<
系统［I］一样，构造了其基于不变几何形式的基本原

理［’，%］3它在理论上可以描述 J16,B力学不能描述的
物理［*］3 由于 +,-./力学在保有了 F,-15@D<力学优
点的基础上，又具备了一些良好的性质，所以在可积

系统［(—!!］，粒子物理［!!，!"］，宇宙学［!$］，弦论［!)—!’］，流

体力学［!%］，数学物理［!*，!(］，计算数学［"&］等方面有着

广泛的应用 3 但是，其彻底量子化存在多方面的困
难［%，!(，"!—")］，还需要进行深入地研究 3
本文首先简介了 +,-./ 系统，接下来在 $，)，I

节分别讨论了系统的 012对称性，守恒量及其逆问
题，最后以 4/526方程为例，给出了其与 012 对称性
相关的结果 3

" C +,-./力学系统

定义 +,-./括号［%］为
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+,-./力学系统的运动方程［%］可以表示为

#·$ K｛#$，%!（!），⋯，%"L!（!）｝， （"）
其中 %!，%"，⋯，%" L !称为系统的 +,-./8F,-15@D<
量，#$ 是系统的广义坐标 3它的拉氏量［’，%］为

!（&"L!）K#&"L!
!（"L!）， （$）

其中

!（"L!） K #! A#" $⋯$ A#"
L %! A%" $⋯$ A%"L! $ A ’ 3 （)）

$C +,-./力学系统的 012对称性

取时间 ’ 和广义坐标 #$ 的无穷小单参数变换

’% K ’ M"’， #%$（ ’%）K #$（ ’）M"#$，（I）
或其展开式

’% K ’ M"#&（ ’，#），

#%$（ ’%）K #$（ ’）M"#$（ ’，#）， （’）
其中"为无穷小参数，#&，#$ 称为无穷小变换的生
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成元，或生成函数 !引入无穷小生成元向量
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由微分方程的不变性理论知，方程（&）不变的条件为

!
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# !（"）（｛$#，%(（!），⋯，%&’(（!）｝）， （)）
方程（)）称为 *+,对称性的确定方程 !如果无穷小变
换的生成元!"，!# 满足确定方程（)），则称相应的变
换是 -./01力学系统的 *+,对称变换 !显然，当 & #
&时，上述方程退化到 2./+3456系统 *+,对称性的确
定方程［&7—&%］!

8 9 -./01力学系统的守恒量

定理 ! 对于满足确定方程（)）的无穷小变换
的生成元!"，!#，如果存在规范函数 ’（ "，!）满足如
下结构方程：
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则 -./01系统存在如下形式的守恒量：
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#"，
式中第二个等号结构方程（;）式，最后一个等号用到
了运动方程（&）式以及 *+, 对称性的确定方程

（)）式 !
显然，我们构造的守恒量与 2./+3456 系统 *+,

对称性守恒量［&7—&%］是有所区别的，这种区别的产生

是由于对 -./01系统，我们不能像 2./+3456系统那
样区分广义坐标和其共轭动量 !

将（;）式展开，分解为含 $·# 的项和不含 $·# 的
项，并令其分别为零，结构方程（;）归结为如下广义
=+33+6>方程：
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79 *+,对称性逆问题

假设 -./01系统有第一积分
)# # )#（ "，!）# ?56@4， （(&）

则有
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将 -./01方程乘以!# ’ $·#!"，有

" #（!# ’｛$#，%(（!），%&（!），⋯，%&’(（!）｝!"）

:（$·# ’｛$#，%(（!），%&（!），⋯，%&’(（!）｝）!（(8）

比较（(A）和（(8）式中含 $·# 的项，得到
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令（(&）式为 *+, 对称性的守恒量（("），这样由方程
（("）和（(7）就可以求得无限小生成元!"，!#，所以有

定理 " 如果由方程（(7）确定的生成元满足方
程（)），则无限小变换（B）是 *+,对称变换 !

B 9 算 例

为了能说明文中结果而又不陷入复杂的计算，
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我们考虑 !! " !# 的 $%&’(方程，并在计算过程中选
取能够使计算简化的积分常数，它是 " " #的 )*+,%
力学系统，具有 )*+,%-.*+/&012量
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运动方程为
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考虑无穷小变换（7），带入 :/’ 对称性的确定方程
（;）得
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令"8 " 3，取"3 " $3，方程（3;）的一个解为

"! "!$3 $# %，
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代入方程（<），有
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代入方程（38）得
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下面我们研究守恒量
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是否可以由 :/’对称性生成 6将 #=3 代入（3>）式有
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生成元（!!）满足方程（3;），#=3 是由 :/’对称性生成
的守恒量 6

9 ? 结 论

本文讨论了 )*+,% 力学的 :/’ 对称性，发现
)*+,%力学与 .*+/&012 系统有许多相似之处，但是
由于不能像 .*+/&012系统区别广义坐标及其共轭动
量，所以它们之间也存在许多区别，所以 !" 维相空
间的 )*+,%力学可能与 .*+/&012系统具有更多的共
通点 6
另外，如何寻找 )*+,%-.*+/&012 系统的作用量

一直是一个很困难的问题，但是通过算例，我们发现

)*+,%-.*+/&012量与 )*+,%系统的对称性存在一定
的联系 6
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